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1 流体力学の基礎方程式
1.1 流体力学とは

• 流体力学は，速度場 v(x, t)と, 密度場 ρ(x, t), 圧力場 p(x, t)を求める学問.

• 連続体近似のための条件
系の大きさ（速度場が変化する長さ）≫ 平均自由行程 l, 分子直径 d (∼ 10−10m) .

l ≃ 1

nπd2
∼ 1013

( n

106m−3

)−1

m. 　

例えば，星間ガスでは数密度 n は 106m−3 程度で，平均自由行程 l は 10−3pc.

1.2 連続の式と質量保存
　流体中のある体積 V に対し，流れによる質量の出入りを考えよう．

• 体積の表面 Sの一部である微小表面 dSから，時間 ∆t の間に出ていく流体の質量
は，面 dSの外向きの法線ベクトルをnとして，次式で書くことができる (図 1左)

出ていく質量 = 密度×出ていく体積 = ρ (∆t v · n dS). (1.1)

これより，体積 V から時間 ∆t の間に出ていく流体の総質量は

∆t

∮
S

ρv · n dS = ∆t

∫
V

∇ · (ρv) dV (Gaussの定理). (1.2)

• 質量保存の式は (1.2)式より次のように書ける.

d

dt

∫
V

ρ dV = −
∫
V

∇ · (ρv) dV. (1.3)

これは V 内の質量の減少分は出ていった流体の質量に等しいことを表している．

V

dS
dS

S
∆ tv

t
t +∆ t

v∆ t

x0

x

図 1: 左：体積 V の表面の一部 dS から出る流れ．右：流線と流体粒子の運動．
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両辺を 1つにまとめて ∫
V

[
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv)

]
dV = 0. (1.4)

上式は任意の V で成り立つので積分の中身は常に 0でなければならない．よって
∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0.

(
または ∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0.

)
(1.5)

この方程式は連続の式と呼ばれ，流体の密度の時間発展を記述する．

• 上式の divergence の中のベクトル j = ρv は質量流束密度 (ベクトル)と呼ばれる．
ベクトルの方向は流れの方向を示し，長さは，単位時間に流れに垂直な単位面積を
横切る流体の質量を表す．質量流束密度を (1.2)式左辺のように面積積分したものが
質量流束である1.

1.3 オイラー方程式と運動量保存
(a) 流体の加速度

• 粒子の加速度

dv

dt
≡ lim

∆t→0

v(t+∆t)− v(t)

∆t
. (1.6)

当然だが同じ粒子の異なる時間の速度の差で定義される．

• 流体力学で用いられる，位置 xでの速度の時間偏微分は
∂v

∂t
≡ lim

∆t→0

v(x, t+∆t)− v(x, t)

∆t
. (1.7)

これは，同じ流体粒子に関する速度の差ではないため「加速度」ではない．

• 流体の加速度の表式
加速度とするために，流体粒子の軌道x(t,x0)にのって速度の差をとる (図 1右参照，
x0: 流体粒子の初期位置).

Dv

Dt
≡ lim

∆t→0

v(x+ v∆t, t+∆t)− v(x, t)

∆t
. (1.8)

このように流体の流れにのって定義された時間微分をラグランジュ微分と呼ぶ．

1流束（フラックス，flux)とはある面を横切る流量である．流れるものにより様々な流束があり，質量
流束の他に，エネルギー流束，運動量流束，熱流束，電流等がある．電磁気における電束や磁束は，流れて
いるわけではないがフラックスの一種である.
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さらに，速度 v(x+ v∆t, t+∆t)をTayler展開し書きかえる．1次元の場合は

v(x+ v∆t, t+∆t) = v(x, t) +
∂v

∂t
∆t+ v

∂v

∂x
∆t. (1.9)

3次元の場合は

v(x+ v∆t, t+∆t) = v(x, t) +
∂v

∂t
∆t+ (v · ∇)v∆t, (1.10)

または
v(x+ v∆t, t+∆t) = v(x, t) +

∂v

∂t
∆t+ (v · grad)v∆t.

よって，(1.10)式を (1.8)式に代入し，流体の加速度に対する次の表式を得る．
Dv

Dt
=

∂v

∂t
+ (v · ∇)v =

∂v

∂t
+ (v · grad)v. (1.11)

右辺の加速度の表式はオイラー形式と呼ばれる．
(b) オイラー方程式
圧力が流体粒子におよぼす力を次に考える．連続の式と同じようにして体積 V に働く力
を導く．外からの圧力 p によって微小表面 dSに働く力は −pn dS である．よって，体積
V の全表面に働く圧力による合力は

−
∮
S

pn dS = −
∫
V

∇p dV. (1.12)

問題1. ガウスの発散定理を用いて (1.12)式を導出せよ．

以上より運動方程式を書き下すことができる．体積 V について運動量保存を考えよう．
圧力以外の力は働いてないとする．また，ここでは V の表面 Sは流体とともに動いて体
積 V からの流体の出入りはないものとする．このとき，体積 V についての運動量保存は
次のように表される． ∫

V

ρ
Dv

Dt
dV = −

∫
V

∇p dV. (1.13)

よって，最終的に流体力学における運動方程式，いわゆるオイラー方程式が次のように得
られる．

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇p. または ∂v

∂t
+ (v · grad)v = −1

ρ
∇p. (1.14)

オイラー方程式は速度の時間発展を記述する．また圧力以外にも（重力等のように）流体
単位質量に対する外力 f が働いているような場合には，右辺にそれを加えればよい

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇p+ f . (1.15)
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(c) オイラー方程式の保存形（運動量保存の式）

• 単位体積当たりの運動量 ρv の時間変化は
∂

∂t
(ρv) = v

∂ρ

∂t
+ ρ

∂v

∂t
= −v∇ · (ρv)− ρ(v · ∇)v −∇p. (1.16)

2つめの等号で連続の式 (1.5) とオイラー方程式 (1.14) を用いた．この式をベクトル
v の成分 vi を使った形式で書き下そう．添字 i は 1, 2, 3のいずれかであり，それぞ
れ x, y, z成分を示している．この形式で (1.16)式は次のように書くことができる.

∂

∂t
(ρvi) = −vi

∂

∂xj

(ρvj)− ρvj
∂vi
∂xj

− ∂p

∂xi

. (1.17)

ここで，添字 jも 1, 2, 3をとる．上式のように，同じ添字のついた成分の積AjBj

はベクトルの内積 A ·B を表し，1から 3までの和をとるものとする（和の規約）．

• (1.17)式は，結局次の形に書ける（オイラー方程式の保存形）
∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂xj

Πij = 0. (1.18)

ここで，テンソル Πij はクロネッカーのデルタ δij （単位行列）を用いて

Πij = δijp+ ρvivj (1.19)

と与えられ，運動量流束密度テンソルと呼ばれる．このテンソルの第 1項は圧力が
面に働くことで生じるその面を横切る運動量の流れを表し，第 2項は流体が直接面
を横切ることによる運動量の流れを表している．

• (1.18)式を固定した表面 Sをもつ一定体積 V で積分すると，運動量保存の式
d

dt

∫
V

ρvi dV =

∫
V

∂

∂t
(ρvi) dV = −

∮
S

Πijnj dS (1.20)

を得る．右辺は表面 Sから流れ出る運動量の総量を表している．これより，テンソ
ル Πijは基底ベクトル ej に垂直な面を横切る運動量 i成分の流れを表している．

問題2. (1.13)式で用いた流体の流れとともに変形する体積 V に対して
d

dt

∫
V

ρv dV =

∫
V

ρ
Dv

Dt
dV (1.21)

が成り立つかどうかを明らかにせよ．
(ヒント：体積で積分する代わりに，微小質量要素 dM = ρdV の足し合わせで考えてみる．)
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(d) オイラー方程式に関する補足説明

• 実在の流体においては粘性の効果が重要な場合があるが，オイラー方程式では粘性
の効果は考慮されていない．粘性が重要でない流体は理想流体と呼ばれる．宇宙に
おける多くの流体運動では理想流体の近似がよく成り立っている．粘性を効果を考
慮した運動方程式はナビエ-ストークス方程式と呼ばれる．

• 境界条件： 流体中に物体がある場合にはその表面（境界）での条件が必要となる．
理想流体では，流体が物体内部に入り込まないことが要請される．すなわち，物体
表面での境界条件は

vn = v · n = u · n (1.22)

となる．nは表面の法線ベクトルで，uは物体（表面）の速度である．理想流体で
は境界面の接線方向の速度は流体と物体の間で異なってもよい．

1.4 断熱の式
• 独立な熱力学量は 2つある（例えば，圧力と密度)． したがって，連続の式の他に
熱力学量の時間進化を決める方程式がもう 1つ必要である．理想流体では，エント
ロピーの不変（断熱）が通常仮定される．すなわち「各流体粒子」に対し単位質量
当たりのエントロピー s は不変とする．これはラグランジュ微分を用いて

Ds

Dt
=

∂s

∂t
+ v · ∇s = 0 (1.23)

と表される．これが断熱の式である2．

• より単純な場合として，ある時刻に「流体全域」でエントロピーが一定である場合も
よく設定される．この場合，断熱の式によりその後もエントロピー一定が保たれる．

s = const. (1.24)

このような流れは等エントロピー運動と呼ばれる．

• 理想気体の断熱過程においては各流体粒子に対し関係式

p = Kργ (1.25)

が成り立つ．γ = cp/cV は比熱比であり，比例定数Kの値は各流体粒子のエントロ
ピー sで決まる．等エントロピー運動では，Kも流体全体で一定となる．気体の等
エントロピー運動ではこの関係式がよく用いられる．輻射輸送等による加熱や冷却
がある場合には，断熱の式やエントロピー一定（または (1.25)式）は成り立たない．
そのような場合でも，比熱比と別の定数 γを用いて (1.25)式を近似的に使うことが
ある（ポリトロープの関係式）．

2この断熱の式と連続の式 (1.5)よりエントロピー保存の式 ∂(ρs)/∂t+∇ · (ρvs) = 0 も得られる.

7



• 等エントロピー運動において，単位質量当たりのエンタルピー hの微分は

dh = Tds+ V dp =
1

ρ
dp (1.26)

となる．V = 1/ρは比体積である．これより，等エントロピー運動においてオイラー
方程式 (1.14)は次のように書くことができる．

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇h. (1.27)

• 等エントロピー運動でない場合でも，例えばポリトロープの関係式 (1.25) のように
圧力 p が 密度 ρ だけの関数で書かれる場合には，h =

∫
(1/ρ)dp を導入すること

で (1.27)式を満たすことができる．一般に pが ρ だけの関数である流体はバロトロ
ピック流体と呼ばれる（そうでない場合はバロクリニック流体と呼ばれる）．

1.5 ベルヌーイの定理
• 時間に依存しない流れ（定常流）で，断熱の式が成り立つ場合について考える3．
定常流では ∂v/∂t = 0. これに加えてベクトル公式

(v·∇)v =
1

2
∇v2−v×(∇×v) または vj

∂vi
∂xj

=
1

2

∂v2

∂xi

−ϵijkvjϵklm
∂vm
∂xl

(1.28)

(ϵijkはレヴィ-チヴィタ記号)を用いると，オイラー方程式 (1.14)は
1

2
∇v2 +

1

ρ
∇p− v × (∇× v) = 0 (1.29)

となる．さらに，この両辺と速度の内積をとると，左辺第 3項は速度に垂直なので
1

2
v · ∇v2 +

1

ρ
v · ∇p = v · ∇

(
1

2
v2 + h

)
= 0 (1.30)

を得る．ここで，1つ目の等号では dh = Tds + 1
ρ
dp から得られる関係式 ∇h =

T∇s+ 1
ρ
∇p と定常流における断熱の式 v · ∇s = 0 を用いた．

• 流線について考える．流線は線上の各点で速度ベクトルと接している線である．定
常流では流線は流体粒子の軌跡を表している．これより，(1.30)式の左辺や中辺は
流線に沿った変化を表している．それゆえ，流線に沿って

1

2
v2 + h = const. (1.31)

という結論を得る．一般に，この定数は各流線で異なる．(1.31)式はベルヌーイの
式と呼ばれる．ベルヌーイの式より，圧力下がるにつれ速度は増すことや，速度 0

の点で圧力が最大になることがわかる．
3圧力 pが 密度 ρだけの関数で書かれるバロトロピック流体においても h =

∫
(1/ρ)dpを用いれば (1.27)

式を満し，(1.30)式やベルヌーイの式 (1.31)が導かれる. 例えば等温の場合は h = c2s ln ρ (csは等温音速).
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• 重力場の中の流体に対しても同様な式を得ることができる．それには外力を含んだ
オイラー方程式 (1.15)を用いればよい．重力ポテンシャル ϕg を用いて単位質量に
働く重力はf = −∇ϕgと書けるので，重力場中でベルヌーイの式は次のようになる．

1

2
v2 + h+ ϕg = const. (1.32)

問題3. ベクトル公式 (1.28)を導出せよ．

1.6 エネルギー保存の式
• 流体の単位体積当たりのエネルギーは，運動エネルギーと内部エネルギーとの和

1
2
ρv2 + ρe で与えられる．eは単位質量当たりの内部エネルギーである．この流体の
エネルギーの時間変化を調べる．以下断熱の式は成り立っているものとする．

• まず，運動エネルギーの時間変化に対して
∂

∂t

(
1

2
ρv2
)

=
1

2
v2

∂ρ

∂t
+ ρvi

∂vi
∂t

(1.33)

を得る．さらに，連続の式とオイラー方程式を用いて右辺を変形すると
∂

∂t

(
1

2
ρv2
)

= −1

2
v2

∂

∂xi

(ρvi)− ρvivj
∂vi
∂xj

− vi
∂p

∂xi

= −1

2
v2

∂

∂xi

(ρvi)− ρvj
∂

∂xj

(
1

2
v2 + h

)
+ ρviT

∂s

∂xi

(1.34)

となる．ここで，1
ρ
∇p = −T∇s+∇h を用いた．

• 次に，内部エネルギーの時間変化は
∂

∂t
(ρe) = ρ

∂e

∂t
+ e

∂ρ

∂t
= ρT

∂s

∂t
+ h

∂ρ

∂t

= −ρviT
∂s

∂xi

− h
∂

∂xi

(ρvi) (1.35)

となる．ここで，2つ目の等号では de = Tds+ (p/ρ2)dρ と h = e+ p/ρを，3つ目
の等号では断熱の式と連続の式を用いた．

• (1.34)と (1.35)式を足し合わせると
∂

∂t

(
1

2
ρv2 + ρe

)
= −

(
1

2
v2 + h

)
∂

∂xi

(ρvi)− ρvi
∂

∂xi

(
1

2
v2 + h

)
(1.36)

となる．この右辺をまとめて，最終的にエネルギー保存の式を得る.

∂

∂t

(
1

2
ρv2 + ρe

)
+ div

[
ρv

(
1

2
v2 + h

)]
= 0. (1.37)

divergenceの中のベクトルはエネルギー流束密度ベクトルと呼ばれる．
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• 定常流では，エネルギー保存の式 (1.37) (または [1.36]式) と連続の式 (1.5) より，
流線に囲まれた流管を横切る質量流束 (ρvidSi) とエネルギー流束はそれぞれ一定と
なる．これらの流束の比も一定であり，ベルヌーイの式 (1.31)を得ることができる．

• 補足説明
– 外力 f が働いている場合は，(1.37)式右辺は外力がする仕事率 ρv · f となる．
– 輻射吸収・放射や化学反応等による（正負の）加熱がある場合には (1.37)式右
辺にそれによる単位時間，単位体積当たりの加熱量の項を加える必要がある．
また輻射等によるエネルギー輸送に関する式がここで導出したエネルギー保存
の式とは別に必要．

• 一般に, 流体力学方程式 (および他の物理の方程式) の保存形は次の形に表される．
∂

∂t
(○○密度) + div (○○流束密度) = 0. (1.38)

問題4. エネルギー保存の式 (1.37)式を時間によらない外部重力場 ϕg(r)がある場合に
拡張した式を導出し，エネルギー流束密度ベクトルの表式を求めよ. その際，外部重力場
中の流体の単位体積当たりのエネルギーは 1

2
ρv2 + ρe+ ρϕgであることに注意せよ．

1.7 非圧縮性流体，ポテンシャル流
• 非圧縮性流体では密度は一様. (ρ = const.) 非圧縮性流体の近似が成り立つための
速度に対する条件は，v ≪ csである. さらに変動時間は T ≫ L/cs のように十分
長い必要がある．よって液体以外でも亜音速であれば気体に対しても有効な場合が
多い．

• 非圧縮性流体の基礎方程式

連続の式　　 ∇ · v = 0. (1.39)

オイラー方程式 ∂v

∂t
+ v · ∇v = −∇

(
p

ρ

)
. (1.40)

• 非圧縮性流体のポテンシャル流：速度があるポテンシャル ϕ(r, t) を用いて

v = gradϕ (1.41)

と書ける流れはポテンシャル流と呼ばれる．ポテンシャル流は渦なしの流れで

rotv = ∇× (∇ϕ) = 0 (1.42)

である．流れを決める方程式は ∇ · v = 0 より

△ϕ = 0 (ラプラス方程式) (1.43)
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である．さらに，(1.40)式はベクトル公式 (1.28)と渦なしであることから

∇
(
∂ϕ

∂t
+

1

2
v2 +

p

ρ

)
= 0 (1.44)

となり，次式を得る．
∂ϕ

∂t
+

1

2
v2 +

p

ρ
= C (定数). (1.45)

例題 「球のまわりの流れ」
非圧縮性理想流体の一様流 v = u (一定) の中に半径Rの球を静止した状態でおかれてい
る．この球のまわりの流れをポテンシャル流とし，流れ場と圧力場を求める．

• 流れの方向に z軸をもち原点が球中心にあるような座標系で考える．
対称性より流れ（およびポテンシャル ϕ）は z軸について軸対称となる．

• 境界条件は，球表面 r = Rでは vr = 0, または
∂ϕ

∂r
= 0 (r = R). (1.46)

また十分遠方で流れは一様流 v = uのままであるので，u = |u|として

ϕ = u · r = u r cos θ (r → ∞). (1.47)

• 一般にラプラス方程式の軸対称解はルジャンドル多項式 Plを用いて次式で与えら
れる

ϕ =
∞∑
l=0

(
Al r

l +
Bl

rl+1

)
Pl(cos θ). (1.48)

系の形状と境界条件から，lの和は最初の 2つのみを用いればよいと予想される．

ϕ =

(
A0 +

B0

r

)
+

(
A1 r +

B1

r2

)
cos θ. (1.49)

(ルジャンドル多項式は　 P0 = 1, P1 = x, P2 = (3x2 − 1)/2, . . .）

• 各係数は境界条件で決まる．
- r → ∞での条件 (1.47)より A0 = 0, A1 = u.

- r = Rでの条件 (1.46)より ∂ϕ

∂r
= −B0

R2
+

(
u− 2B1

R3

)
cos θ = 0.

　これがすべての θで成り立つので，B0 = 0, B1 =
1
2
R3u を得る．よって

ϕ = u · r
(
1 +

R3

2r3

)
. (1.50)

- ラプラス方程式の解の一意性より l ≥ 2に対し Al = Bl = 0.
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図 2: 球のまわりの流れ．速度場から得られる流線を示した．

• 速度場
v = u+

R3

2

ur2 − 3(u · r)r
r5

= u+
R3

2r3
(u− 3u cos θer). (1.51)

球表面 r = Rでは
v(r = R, θ) = −3

2
u sin θeθ (1.52)

である．球の両極 θ = 0, πでは v = 0であるよどみ点となっている．流線は図 2に
示した．

• 圧力は (1.45)式から求まる．定常流なので
1

2
v2 +

p

ρ
= C. (1.53)

無限遠での圧力を p0とおくと，定数C = 1
2
u2 + p0/ρ を得る．よって

p(r, θ) = p0 +
1

2
ρ
[
u2 − v(r, θ)2

]
. (1.54)

球表面 r = Rでは
p = p0 +

1

2
ρu2

(
1− 9

4
sin2 θ

)
(1.55)

となり，よどみ点で圧力は最大となる．(1.55)式より圧力は前後面 (θ ≷ π/2)で対
称なので，球が受ける抵抗力は 0になる（ダランベールのパラドックス）．

問題5. (1.51)，(1.52)，(1.55)式を導出せよ．

（余談） 現実の抵抗力を求めるには，粘性を考慮する必要がある．その場合 rot v ̸= 0 で
もある．球に働く抵抗力は F = 1

2
CDπR

2ρu2 と表され，無次元数CDはナビエ-ストーク
ス方程式

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −1

ρ
∇p+ ν △ v (1.56)

を解くことで求まる．νは動粘性係数である．例えば，球のまわりの流れの場合

CD =

{
12ν/(Ru) (粘性係数 νが大きい場合．ストークス則),

∼ 1 (粘性が弱い場合）. (1.57)
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1.8 Appendix 理想気体の熱力学
• 状態方程式

p =
nmol

V
RT =

n

NA

RT = nkBT =
ρ

m
kBT =

ρ

µmu

kBT =
ρRT

µmuNA

(1.58)

（nmol: モル数，R = kBNA: モル気体定数，kB = 1.38× 10−23J/K: ボルツマン定数，
NA = 6.02× 1023: アボガドロ定数，n: 分子数密度，m: 1分子の質量, µ: 平均分子量,

mu = 1/NA g: 原子質量単位）

• 比熱
- (単位質量当たりの)定積比熱 cV = T

(
ds

dT

)
V

=

(
de

dT

)
V

=
1

γ − 1

kB
m

. (1.59)

- (単位質量当たりの)定圧比熱 cp = T

(
ds

dT

)
p

=

(
dh

dT

)
p

=
γ

γ − 1

kB
m

. (1.60)

ここで，γ ≡ cp/cV と，Mayerの関係式 cp − cV = kB/m を用いた．以下では，比
熱比 γ や比熱は定数とする．

• 音速 cs

c2s ≡
(
∂p

∂ρ

)
s

= γ
p

ρ
(断熱過程では p ∝ ργ). (1.61)

• 単位質量当たりの内部エネルギー e

e = cV T =
1

γ − 1

kB
m

T =
1

γ − 1

p

ρ
=

c2s
γ(γ − 1)

. (1.62)

• 単位質量当たりのエンタルピー h (= e+ p/ρ)

h = cpT =
γ

γ − 1

p

ρ
=

c2s
γ − 1

. (1.63)

• 単位質量当たりのエントロピー s

ds =
1

T

[
de+ pd

(
1

ρ

)]
= cV d ln

(
p

ργ

)
(1.64)

より4

s = cV ln

(
p

ργ

)
+ A, または p = A′es/cV ργ (A,A′: 定数). (1.65)

4(1.65)式で，無次元量でない p/ργ が対数の引数となっていることを快く思わない人もいるであろう．
ある標準状態 (p0, ρ0, s0)からの差として s − s0 = cV ln[(p/p0)/(ρ/ρ0)

γ ]と書けば問題はない. その場合
A = s0 − cV ln(p0/ρ

γ
0)．
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2 圧縮性流体
2.1 音波

• 仮定
– 波の振幅は十分小さい
– 密度，温度一様かつ静止したガス中での音波，重力なし

• 摂動
圧力，密度，速度を次のように書く．

p = p0 + p1, ρ = ρ0 + ρ1, v = v1. (2.1)

添字 1のついた量は小さな摂動量であり，音波を表す．添字 0のついた量はその背
景の非摂動状態を表し，今の場合は定数とする．音波では，多くの場合，変動時間
（振動周期）は熱が出入りする時間に比べ十分短いので，変動は断熱的に起こると仮
定できる．よって，s1 = 0. このとき，摂動量 p1と ρ1の間には次式が成り立つ．

p1 =

(
∂p

∂ρ

)
s

ρ1. (2.2)

係数 (∂p/∂ρ)sは次のように表される．(
∂p

∂ρ

)
s

= c2s = γ
p0
ρ0

= γ
kBT0

m
. (2.3)

ここで，csは (断熱)音速と呼ばれ，2つめ以降の等号は理想気体に対し成り立つ．

• 音波の波動方程式
摂動量に関する方程式を求める．連続の式とオイラー方程式それぞれに (2.1)式を
代入し，小さな摂動の 2次以上の項を無視すると次の 2式を得る．

∂ρ1
∂t

+ ρ0 divv1 = 0, (2.4)

∂v1

∂t
+

1

ρ0
grad p1 = 0. (2.5)

(2.4)式の時間微分に (2.5)式を代入して v1を消去し，(2.2)，(2.3)式を用いて p1を
消去すると

∂2ρ1
∂t2

− c2s △ ρ1 = 0 (2.6)

を得る．これは伝播速度 csの波動方程式であり，音波を記述する方程式である．

• 進行平面波の解は一般に次のように書ける．

ρ1 = f(k · x− ωt). (2.7)
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平面波はkの方向に伝播し，ω = cs|k| である．速度の摂動については (2.5)と (2.2)

式より
v1 =

ρ1
ρ0

cs
k

|k|
(2.8)

を得る．速度が伝播方向を向いているので，音波は縦波である．特に，正弦波
ρ1 = A exp[i(k · x− ωt)] (2.9)

の場合は，kは波数ベクトルで, ωは角振動数である．任意の波は，様々な kを持つ
正弦波の重ね合わせで表される．

問題 6. (1.64)式と cp − cV = kB/mを導出せよ．また温度 100KのHI星間ガスの音速
を求めよ．

2.2 有限振幅の波：単純波，希薄波，リーマン不変量
　有限振幅の平面波を考える．ここでは，等エントロピー運動を仮定する (dp = c2s dρ)．
また空間一次元 (x方向)の問題とすると，連続の式とオイラー方程式は次のように書ける．

∂ρ

∂t
+ v

∂ρ

∂x
+ ρ

∂v

∂x
= 0, (2.10)

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+

c2s
ρ

∂ρ

∂x
= 0. (2.11)

(a) 単純波
• さらに，密度が ρ = ρ(v)と書ける場合を考える．そのような波は単純波と呼ばれる．
このとき，連続の式 (2.10)は

dρ

dv

∂v

∂t
+

(
v
dρ

dv
+ ρ

)
∂v

∂x
= 0 (2.12)

と変形でき，この両辺を (dρ/dv)で割ると，vの時間発展を記述する次式を得る．
∂v

∂t
+

(
v + ρ/

(
dρ

dv

))
∂v

∂x
= 0. (2.13)

同様にして，オイラー方程式 (2.11)は，次のように変形される．
∂v

∂t
+

(
v +

c2s
ρ

dρ

dv

)
∂v

∂x
= 0. (2.14)

(2.13)と (2.14)式の 2つの微分方程式は等しいはずなので
dρ

dv
=

ρ

cs
, または dρ

dv
= − ρ

cs
(2.15)

である．(2.15)式から速度 vと密度 ρの関係が決まる．実際，積分して次式を得る．

v = ±
∫ ρ cs(ρ)

ρ
dρ. (2.16)

音速 csは（等エントロピー運動なので）密度のみの関数であることに注意しよう．
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• (2.15)を (2.14)式に代入すると次式を得る．
∂v

∂t
+ (v ± cs)

∂v

∂x
= 0. (2.17)

密度 ρも同様な式を満たすことは明らかである．
∂ρ

∂t
+ (v ± cs)

∂ρ

∂x
= 0. (2.18)

これらの偏微分方程式より
dx

dt
= v ± cs (2.19)

で与えられる x-t平面上の線C±（の片方）に沿って，速度 vと密度 ρは共に一定な
ことがわかる（断熱の式と比較せよ)．この線は特性曲線と呼ばれる．単純波におい
て，対応する特性曲線上で (2.19)式右辺は一定なので，その特性曲線C±は直線と
なる．時刻 t0に ρと vが xの関数として与えられている場合，各点 (t0, x)を通る特
性曲線を常微分方程式 (2.19)より求めれば，（特性曲線に沿って ρと vは一定なので）
任意の時間における ρと vの x分布を得ることができる．この方法は特性曲線法と
呼ばれ偏微分方程式の解法の１つとして知られている．

問題7. 理想気体において，(2.16)式の積分は次式となることを示せ．

v = ± 2

γ − 1
(cs − cs,0). (2.20)

但し, cs,0 は静止した気体の音速で γ > 1である. さらに，特性曲線の傾き (2.19)は
(γ + 1)v/2± cs,0 であること，および， cs < cs,0である場合に速度の大きさ |v| の上限が
2cs,0/(γ − 1)であることを示せ．

(b) 希薄波
　単純波の具体例として，理想気体中における希薄波 (膨張波とも呼ぶ)を考えよう．
　問題設定： x = 0に固体壁 (ピストン)があり，x > 0の空間には静止した気体が満た
されている．その密度や音速は一定で ρ0，cs,0 とする．このピストンを，時刻 t = 0に速
度−V で xの負の方向に引き始めた (V は正の定数、図 3上参照)．このピストンの運動
によって気体中に希薄波が発生する．t = 0に静止していた気体は (2.16)式を満たすので，
この流体運動は単純波となる．簡単のため，ピストンを引き抜く速度は一定とする．
　解

• ピストンから十分離れた領域の気体は、ピストンが動き出した後しばらくは初期状態
(v = 0, ρ = ρ0)のままである．一方，近い領域の気体はピストンに引かれ負の速度
(v < 0)を持つ．よって，dv/dx > 0であり膨張運動なので, 密度は減少し dρ/dx > 0

となる．このように vと ρそれぞれの勾配は同じ符号を持つので，(2.15)-(2.20)式
では正の符号が選ばれる．よって，特性曲線C+上で vと ρは一定であり，特性曲
線C+は直線となる．
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• ピストンの運動開始の情報は，x > 0の気体中を音速 cs,0 で伝わる．この情報が届
いた領域の気体は負の方向に運動し始める。よって，x-t平面の原点を通る特性曲線
C+

x

t
= cs,0 (2.21)

を境界線とし，これより遠くの領域 (x/t > cs,0)で気体は静止したままで，近い領域
(x/t < cs,0)の気体は v < 0, dv/dx > 0の膨張運動をする．後者が希薄波である．

• x/t < cs,0の領域での気体の速度を求めてみよう．原点x = t = 0を通る特性曲線C+

には (2.21)式以外の傾きを持つものもある．t = 0にピストンが突然動き出したた
め，付近の気体は急激な加速と膨張を経験し，気体の速度や密度，音速は x = t = 0

で不連続となる．その結果，原点 x = t = 0を通る特性曲線C+の傾き v+ cs は cs,0
以下の様々な値をとる．問題 7.の結果を用いると x/t < cs,0に対し次式を得る.

x

t
= v + cs =

γ + 1

2
v + cs,0, または v = − 2

γ + 1

(
cs,0 −

x

t

)
(2.22)

このように，希薄波の領域の速度分布 v(x, t)は xの 1次関数の形に求まった．

• ピストンにより近い領域の気体の運動は，ピストンの速さによって次の2通りがある．

(i) V が上限速度 2cs,0/(γ − 1) より小さい場合は， v = −V である特性曲線C+

x

t
= −γ + 1

2
V + cs,0 (2.23)

が希薄波のもう 1つの端（境界）となる．この特性曲線とピストンとの間の領
域では，気体はピストンと同じ速度を持ち密度一定の一様流となる．例として
V = cs,0の場合に対し，各領域における特性曲線C+を図 3左に図示した．

(ii) V > 2cs,0/(γ − 1)の場合は，ピストンの速さ V が気体の上限速度を越えてい
るため，気体はピストンに追いつけず真空領域が形成される．真空領域と希薄
波の境界は x/t = −2cs,0/(γ − 1) の特性曲線 C+で与えられる.

問題 8. この希薄波とその両側の各領域の音速と密度を xと tの関数で書け．領域間で
連続なことも確認せよ．(i)V < 2cs,0/(γ − 1), (ii)V > 2cs,0/(γ − 1)の両方を考えること．
問題9. 希薄波の領域に対し，特性曲線の方程式 (2.19)を解き，曲線C−の式をx = f(t)

の形に求めよ．また，流体粒子の道筋の方程式 dx/dt = v を解いて，道筋の式を同様に
求めよ．但し，これら 2つの曲線は t = t0, x = cs,0t0の点を通るようにせよ．さらに，こ
れら 2つの曲線を γ = 5/3の場合に gnuplot等で作図し図 3と同様であることを確認せよ．

(余談) 図 3の流れについてもう少し詳しく考えてみよう．図 3の流れは，1. 静止気体，2.

希薄波，3. ピストンと共に運動する一様流の 3つの領域からなる．領域 3の特性曲線C+

は速度−V で等速運動するピストンから出ていて，領域 1のC+は t < 0の静止していた
ピストンから出ている．これらの間の領域 2の特性曲線C+ は加速途中のピストンから出
ていると考えられ，そのため希薄波内で速度は −V < v < 0となる．各特性曲線 C+に
沿って，ピストン運動の情報が気体へ伝えられ気体の速度・密度が決まる．希薄波の領域
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図 3: ピストンの引き抜きにより発生する希薄波．模式図 (上)と特性曲線C+ (左下)，特
性曲線C−，流れの道筋 (右下). V = cs,0，γ = 5/3．左下図で，特性曲線C+は灰色の実
線，ピストンの運動は黒の実線で示した．灰色の太実線は希薄波の領域の両境界のC+を
示す．右下図では，特性曲線C−を灰色の実線，流体粒子の道筋を黒の実線で示した．灰
色点線は希薄波の領域の両境界を示す．速度と密度が一定の領域で各線は直線となる．

2の速度分布はピストンの最終速度 −V に依らない．これは，この領域の気体にはピスト
ンが加速中だという情報が伝わっているだけで，最終速度の情報は伝わらないからだ．一
方，領域 3には最終的な速度−V をもったピストンの情報が伝播しており，気体はピスト
ンと同じ速度で運動する．
図 3右には，同じ問題の流れの道筋と特性曲線 C−を示した．道筋と特性曲線 C−は，

一様流である領域 1,3では直線であるが，希薄波の領域では曲線となる．初め静止してい
た気体が，希薄波の領域内で，徐々に (負の速度に)加速され，−V に達している．また特
性曲線 C+, C−, 道筋の互いがなす角度は下流にいくと徐々に小さくなっている．これは
希薄波内で密度と音速が減少し，情報の伝播速度が遅くなるためである．

(c) リーマン不変量
　 vと ρが独立である，より一般的な波の性質を調べる（但し，等エントロピー運動とす
る）．(2.11)式に (2.10)式×cs/ρを加えたり，引いたりすることで
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∂v

∂t
± cs

ρ

∂ρ

∂t
+ (v ± cs)

(
∂v

∂x
± cs

ρ

∂ρ

∂x

)
= 0 (2.24)

を得る．さらに，2つの変数
J± = v ±

∫
cs
ρ
dρ. (2.25)

を定義する．これら用いると (2.24)式は[
∂

∂t
+ (v ± cs)

∂

∂x

]
J± = 0 (2.26)

と簡単な形にかける．これより，J+と J−は，それぞれC+ とC−の特性曲線に沿って一
定であることがわかる．不変量 J±はリーマン不変量と呼ばれる．それぞれの特性曲線に
沿って情報が伝播することで，リーマン不変量 J±が不変となっていると考えられる．
特に，理想気体でポリトロープの関係が成り立つ場合は，リーマン不変量は次式で与

えられる (積分定数の不定性に注意)．

J± = v ± 2

γ − 1
cs. (2.27)

偏微分方程式 (2.26)は，単純波と同様に特性曲線を求めることで解くことができる．
問題10. (2.26)式が成り立つことを示せ．
問題11. (b)の希薄波とその両側の各領域に対し, リーマン不変量 J±を求めよ．

(d) 衝撃波の発生
　 xの正の方向に伝播し下図のような密度分布をもつ波束を考える．単純波であるとす
ると，特性曲線C+に沿って密度と速度が一定になっている．その伝播速度は v+ csであ
る．密度が高いところほど音速が速いため，密度が高い部分は他より速く進行する．その
結果，密度が最大となる点が徐々にその前の密度の低いところを追い越していき，やがて
は，密度分布 ρ(x)が多価になってしまう（図 5の t = 4∆）．
実際には，多価になることは許されず，波の前面で密度の不連続がつくられる．ここ

で速度や圧力も不連続となる．この不連続面は衝撃波と呼ばれる．一般に，進行方向に密
度が減少する分布をもつ波は減衰する前に十分な距離を伝播すれば衝撃波を発生させる．
衝撃波については次節で詳しく説明する．

t

x

dx
dt = v

C+

v+cs
C－

v−cs t=0 t=D t=2D t=4D

r

x

図 4: 特性曲線 C±と流れの道筋．　図 5: 有限振幅の波束の伝搬と衝撃波の発生.　
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2.3 安定な不連続面：衝撃波と接触不連続
• 安定に存在する不連続面について考える．一般に不連続面は移動するが，ここでは
不連続面が静止した座標系で考える．不連続面の法線方向を x軸にとり，不連続面
は x = 0におく．負の xの領域を 1, 正の領域を 2で番号付け，それぞれの領域の各
量を添字 1,2をつけて表す．

• 安定な不連続面に対する条件: 不連続面が安定に存在するためには，質量や，エネ
ルギー，運動量の保存より，面を横切る質量流束，エネルギー流束，運動量流束 (3

成分)が連続である必要がある．各流束の表式は (1.5), (1.19),(1.37)式であり，これ
らの連続性より以下の条件式を得る．

ρ1v1 = ρ2v2 = j, (2.28)

j[h1 +
1

2
(v21 + v21,y + v21,z)] = j[h2 +

1

2
(v22 + v22,y + v22,z)], (2.29)

p1 + ρ1v
2
1 = p2 + ρ2v

2
2, (2.30)

jv1,y = jv2,y, (2.31)

jv1,z = jv2,z. (2.32)

ここで，v1, v2は領域 1, 2における速度の x成分であり，jは質量流束密度の x成分
である．後でみるように，これらを満たさない不連続面は瞬時に複数の不連続や希
薄波へ分裂する．

• 上の条件を満たす不連続は 2つの種類に分類される．1つめの不連続は，j ̸= 0の場
合で衝撃波と呼ばれる．もう 1つは j = 0の場合で，接線不連続と呼ばれる．衝撃
波の場合の不連続面に対する条件式、(2.28)-(2.32)式はランキン-ユゴニオの関係式
と呼ばれる．

(a)衝撃波

• 衝撃波が静止した座標系
(2.31),(2.32)式の両辺を 0でない質量流束密度 jで割ると，vyと vzが連続であるこ
とがわかる．以下では vy,i = vz,i = 0となる座標系を用いて衝撃波を調べる．また，
v1, v2 > 0 (j > 0)となるように x軸の方向を決める．このとき，x < 0の領域 1は
上流であり衝撃波前面と呼ばれ，x > 0の領域 2は下流で衝撃波後面と呼ばれる．

• 衝撃波の関係式
(2.30)式より

j2 =
p2 − p1
V1 − V2

. (2.33)
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ここで，比体積 Viは 1/ρiである．右辺が熱力学量で書かれており，座標系に依らな
い式である．また (2.33)式から，p2 > p1 かつ V1 > V2 または p2 < p1 かつ V1 < V2

のどちらかであることがわかる．後でみるように，エントロピー増大の法則から，
常に前者が実現されることが示される．すなわち，圧力や密度は衝撃波前面よりも
後面で高くなる．
また，次の座標系に依らない関係式も得られる．(2.28),(2.33)式より

|v1 − v2|2 = j2(V1 − V2)
2 = (p2 − p1)(V1 − V2). (2.34)

となる．(2.29)式は, (2.33)式と vy,i = vz,i = 0を用いて

h2 − h1 =
1

2
j2(V 2

1 − V 2
2 ) =

1

2
(V1 + V2)(p2 − p1), (2.35)

となり, さらに，h = e+ pV より次式も得る.

e2 − e1 =
1

2
(V1 − V2)(p1 + p2). (2.36)

• 衝撃波断熱曲線
一般に，単位質量当たりのエンタルピー（または内部エネルギー）は物質の状態方程
式を用いて圧力と密度の関数として表すことが可能だ．これらの状態方程式と (2.35)

式 (または (2.36)式)を連立させれば，与えられた衝撃波前面での p1, V1に対し後面
の p2を V2の関数として表すことができる．この p-V 平面における関係は衝撃波断
熱曲線，またはランキン-ユゴニオの断熱曲線と呼ばれる．
この関係式より，後面で 1つの熱力学量が決まれば他の熱力学量もすべて決定され
る．さらに，(2.33),(2.34)式を用いれば jや v2, v1も決まる．（衝撃波前面の流体に
対する衝撃波の伝播速度は−v1に等しい．) すなわち，衝撃波の自由度は 1である．

(b)接線不連続
　この場合圧力は連続である．一方，vy, vzに対しては不連続を許す．しかし，接線方向
の速度が不連続な面は，流体力学的な不安定性のために安定ではなく，比較的短時間でこ
の不連続面は崩れる．したがって，安定な接線不連続は接線速度成分が連続な場合に限ら
れる．そのような接線不連続は接触不連続と呼ばれる．接触不連続では圧力以外の熱力学
量が不連続となる．流体物質の組成の不連続もありうる．接触不連続面は流体に対し静止
しており，流体運動とともに移動する．

2.4 理想気体における衝撃波
• 理想気体の衝撃波断熱曲線を求める．理想気体では，h = γ

γ−1
pV である．これを

(2.35)式に代入し，両辺を h1で割ると
p2
p1

V2

V1

− 1 =
γ − 1

2γ

(
V2

V1

+ 1

)(
p2
p1

− 1

)
(2.37)
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図 6: γ = 5/3の理想気体の衝撃波断熱曲線 (黒線)とポアソン断熱曲線 (灰色線)．V2 < V1

では，エントロピーの増加により衝撃波断熱曲線はポアソン断熱曲線の上にくる．

となり，さらに変形して
V2

V1

=
Ap2/p1 + 1

p2/p1 + A

(
=

ρ1
ρ2

=
v2
v1

)
(2.38)

を得る．ここで，定数Aは

A ≡ γ − 1

γ + 1
(< 1). (2.39)

(2.38)式は p2と V2(または ρ2)との間の関係，すなわち衝撃波断熱曲線を与える（図
6参照）．強い衝撃波の極限（p2/p1 → ∞）で，比体積は V2/V1 = A までしか減少
しない．また次の関係式も得る．

V2

V1

− 1 = − 2

γ + 1

p2/p1 − 1

p2/p1 + A
. (2.40)

(2.40)式を用いて，j や v1 − v2，領域 1でのマッハ数M1を p2の関数で書くことが
できる．

j2 =
γ + 1

2

(
p2
p1

+ A

)
p1
V1

, (2.41)

|v1 − v2|2 =
2

γ(γ + 1)(p2/p1 + A)

(
p2
p1

− 1

)2

c2s,1, (2.42)

M2
1 ≡ v21

c2s,1
=

γ + 1

2γ

(
p2
p1

+ A

)
. (2.43)
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これより，p2 > p1 では M1 > 1 であり，衝撃波前面で法線方向速度は常に超音速
であることがわかる．(逆に領域 1の流体からみれば，衝撃波は超音速で伝播する.）
また，p2や V2をマッハ数M1で表すこともできる．

p2
p1

=
2γ

γ + 1
M2

1 − A,
V2

V1

=
2γ

γ + 1
M−2

1 + A. (2.44)

• 衝撃波によるエントロピー増加
衝撃波前後でのエントロピー変化は，(1.65), (2.38)式より

s2 − s1 = cV ln

[
p2
p1

(
V2

V1

)γ]
= cV ln

[
p2
p1

(
Ap2/p1 + 1

p2/p1 + A

)γ]
. (2.45)

これを p2で微分すると
ds2
dp2

=
cVA(p2 − p1)

2

p2(Ap2 + p1)(p2 + Ap1)
(2.46)

となり，常に正または 0である．衝撃波によりエントロピーは増加しなければなら
ないので，p2 > p1であることがわかる．また，弱い衝撃波でのエントロピー増加は
次で与えられる．

s2 − s1 =
cVA

3(1 + A)2

(
p2 − p1

p1

)3

(for p2 − p1 ≪ p1) . (2.47)

• ピストンによる衝撃波の発生と伝播
§2.2では，ピストンを速度−V で引いた場合 x > 0の領域に希薄波が発生すること
をみた．逆に，速度−V のピストンによって押された x < 0の流体には衝撃波が発
生する (図 7)．衝撃波が未到達な衝撃波前面の領域 1の流体は静止しており，衝撃
波後面の領域 2はピストンとともに速度 −V で運動するので，v1 − v2 = V である．
この速度 V に対し，(2.42)式から圧力比 p2/p1が求まる．また，衝撃波前面が静止
した座標系における衝撃波伝播速度の大きさは，衝撃波静止系での前面の速度の大
きさに等しいので (2.43)式から求まる．

問題12. (2.38), (2.42), (2.43)式を導出せよ．
問題 13. M1 > 1を確認せよ．また衝撃波後面でのマッハ数M2(= v2/cs,2)は 1より小
さいことも示せ．

2.5 初期不連続の時間発展：リーマン問題
• リーマン問題
初期条件として，任意の不連続面が設定された場合を考える．安定な不連続面のた
めの条件 (2.28)-(2.30)を満たさない場合には，希薄波や衝撃波，接線不連続などの
安定な不連続面が新たに生まれ，これらが伝播する．理想気体の初期不連続に対し
これら不連続面の生成と伝播を解く問題はリーマン問題と呼ばれる．
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図 7: ピストンで発生した衝撃波．　　　　図 8: Sodの問題の圧力分布の解.　　　　

• 速度不連続のないリーマン問題
初期条件において，不連続面の両側で流体は静止していて速度の不連続のない，リー
マン問題の特別な場合を考えよう．初期 t = 0で，x = 0に不連続面があり，両側の
（一定な）圧力と密度は，x > 0で p1, ρ1と，x < 0では p2, ρ2とおき，p2 > p1とす
る5．この初期不連続のその後 (t > 0)における時間発展を解く．

– この初期条件によって，圧力の高い x < 0の領域から圧力の低い x > 0の領域
へ正の速度をもつ流れが生じる．その結果，x < 0の領域では dv/dx > 0 で希
薄波が発生し，x > 0の領域には衝撃波が伝播する (図 8)．したがって，(仮想
的な)ピストンを動かしてその両側に発生した希薄波と衝撃波と同様な現象と
なる．ピストンの場合と同様に，希薄波と衝撃波の間の領域で圧力と速度は一
定となる．それらの値を p3, v3とおく．（この領域を 3とする．）

– この希薄波では，dρ/dv < 0 であり，(2.15)-(2.20)式で負の符号が選ばれる．
(2.21)と (2.23)式を参考にして，希薄波の両端は 2つの特性曲線C−

x

t
= −cs,2 および x

t
=

γ + 1

2
v3 − cs,2 (2.48)

で与えられる．今衝撃波前面が静止しているため，衝撃波が伝播する速さは前
節の “v1”で与えられる．(2.43)式より，衝撃波面の位置は次式で与えられる．

x

t
=

√
γ + 1

2γ

(
p3
p1

+ A

)
cs,1. (2.49)

– 3の領域には，初期の不連続面で接していた流体同士の境界があり，これは接
触不連続面である．一般に，この不連続面の両側でエントロピー（と密度，温
度）が異なっている．接触不連続面の位置は x/t = v3で与えられる．

– v3と p3の決定: 速度 v3は希薄波における関係式 (2.20)より次式を満たす．

v3 =
2

γ − 1
(cs,2 − cs,3) =

2cs,2
γ − 1

[
1−

(
p3
p2

) γ−1
2γ

]
(2.50)

最後の等号ではエントロピー一定での音速と圧力の関係を用いた．一方，衝撃
波からみると v3は前後面の速度差でもあり，それは (2.42)式で与えられる．

5領域 1,2の配置が §§2.3の場合と左右逆であるため各式の符号が異なることに注意すること．
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図 9: Sodの問題における流れの道筋 (実線)．衝撃波の伝播 (灰色の実線)，接触不連続 (一
点破線)，希薄波の両端の特性曲線C−(灰色の破線)も図示した．衝撃波または希薄波を横
切ることで，流体は速度 v3まで加速される．時間一定の水平線を横切る道筋の曲線の本
数 (間隔)は密度に比例 (反比例)している．

v3 =

√
2

γ(γ + 1)(p3/p1 + A)

(
p3
p1

− 1

)
cs,1. (2.51)

これら 2つの表式が等しいとした方程式より，p3と v3が決まる．
– よく知られたSodの問題は，上記で p2/p1 = 10, ρ2/ρ1 = 8の場合である．この
とき，γ = 1.4として上の方程式を解くと p3/p1 = 3.03130を得る． (c2s,2/c

2
s,1 =

p2/ρ2/(p1/ρ1)に注意．) Sodの問題は，圧縮性流体数値計算コードのテスト
問題として用いられる．図 9に Sodの問題における流れの道筋を示した．

問題14. Sodの問題において圧力比p3/p1が上記の値をとることを確認し，速度比 v3/cs,1
も求めよ．また，接触不連続の両側で xが大きい側の密度を ρ3，xが小さい側の密度を ρ′3
としたとき，密度比 ρ3/ρ1, ρ

′
3/ρ1 をそれぞれ求めよ．さらに衝撃波の伝播速度も求めよ．

• 速度不連続がある一般のリーマン問題
一般のリーマン問題は，両領域間の速度差から以下の 6通りに分類することができ
る．これらすべての場合で，初期の不連続面で接していた流体間に接触不連続が形
成される．まず，圧縮の速度場の場合 (v2 > v1)から考えよう．領域 1,2の配置は上
の問題と同じとする．

(i) 速度差の大きさ v2 − v1が衝撃波の値，(2.42)式と一致する場合，初期不連続
はそのまま 1つの衝撃波として低圧側の流体の領域を伝播する．
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(ii) v2− v1 が (2.42)式右辺より小さい場合は，膨張運動が加わったことに対応する
ので，衝撃波と希薄波が発生しそれぞれ低圧側，高圧側を伝播する．それらの
配置や伝播は上の速度不連続のない問題と定性的に同じである．(2.50)と (2.51)

式の左辺をそれぞれ速度 v2, v1との差に変更することで，上の問題と同様に解
くことができる．

(iii) v2 − v1 が (2.42)式右辺より大きい場合，圧縮が強いために 2つの衝撃波が発
生し，両側に伝播する．衝撃波の間は高圧な領域であり，そこで圧力と速度は
一定である．2つの衝撃波における速度差に対して (2.51)式と同様な条件がそ
れぞれ成立し，それらより問題を解くことができる．2つの物体が衝突したと
きは通常この場合が実現される．

以下は，膨張の速度場の場合 (v2 < v1)である．

(iv) 膨張する速度差の大きさ v1 − v2が希薄波両端の速度差 ((2.50)式右辺)に一致
する場合は，初期不連続は 1つの連続な希薄波となり高圧側へ伝播する．

(v) v1− v2 が希薄波の値より小さい場合は，速度不連続のない場合や (ii)と同じで
衝撃波と希薄波が発生し伝播する．(ii)の場合と同様に解くことができる．

(vi) v1 − v2 が希薄波の値より大きい場合には，2つの希薄波が発生し両側に伝播す
る．2つの希薄波の間は圧力・速度一定の低圧領域となる．2つの希薄波それ
ぞれの速度差は (2.50)式右辺で与えられ，それらの等式から 2つの希薄波の間
の圧力と速度を得ることができる．

問題15. 初期に速度不連続のみがある場合のリーマン問題において圧力分布 p(x, t) を
求めよ．その際圧縮の速度場と膨張の速度場とで場合分けし，v1 = −v2とせよ．

2.6 定常流における超音速への遷移
• 等エントロピーの気体の定常流を考える．ここでは重力は無視する．等エントロピー
定常流では，ベルヌーイの式 (1.31) が成り立つので，速度は次式を満たす．

v2 = 2(h0 − h) =
2γ

γ − 1

(
p0
ρ0

− p

ρ

)
=

2

γ − 1
(c2s,0 − c2s). (2.52)

ここで，添字 0のついた各熱力学量は v = 0でのそれぞれの値を表している．この式
より，圧力や密度、音速等が減少するにつれて流体は加速することがわかる．加速
が継続すれば，やがて速度は音速を越え，超音速流となる．マッハ数M = v/cs = 1

となる点は臨界点または音速点 (sonic point) と呼ばれる．またそこでの音速は臨界
速度と呼ばれ

cs,∗ =

√
2

γ + 1
cs,0 (2.53)

と与えられる．(2.52)式より，熱力学量を速度の関数として書くこともできる．(
cs
cs,0

)2

=

(
ρ

ρ0

)γ−1

= 1− γ − 1

2

(
v

cs,0

)2

= 1− γ − 1

γ + 1

(
v

cs,∗

)2

. (2.54)
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• 超音速へ遷移する流れの質量流束密度
質量流束密度の大きさ j = ρv は (2.54)式を用いれば速度の関数として表すことが
できる（図 9左）．それより，jは音速を越える点で最大値をとることがわかる．こ
れは，定常のオイラー方程式 v · gradv = −(1/ρ)grad p から，一般的に示すこと
ができる．このオイラー方程式から流線に沿った dp/dvが求まり

dρ

dv
=

dp

dv
/

(
dp

dρ

)
s

= −ρv

c2s
(2.55)

を得る．よって dj/dvは
dj

dv
= ρ+ v

dρ

dv
= ρ

[
1−

(
v

cs

)2
]

(2.56)

となる．これより，jは亜音速では単調増加し，v = cs,∗で最大値 j∗ = ρ∗cs,∗をとり
超音速では単調減少することがわかる (図 10左)．添字 ∗は臨界点での量を表す．

• ラバール管の中の流れ
– 流速を増大させて超音速の定常流をつくるためには，速度増加とともに、jを
上記のように変化させる必要がある．どうすればそれを実現することができる
のかを考えよう．

– 管の中の定常流を考える．その管の断面積Sは管に沿った x軸ともに変化して
いるものとする (図 9右)．また，管の中の流れは 1次元的で xのみに依存して
いるとする．このとき，管の各断面を横切る質量流束は等しい．すなわち

S j = const. (2.57)

これより
1

S

dS

dx
= −1

j

dj

dx
=

[(
v

cs

)2

− 1

]
1

v

dv

dx
(2.58)

を得る．2つめの等号では (2.56)式を用いた．この式より管内の速度が決まる．
– これより，S が一定の管では，管内で j や v も一定である．先が細くなる管

(dS/dx < 0)であれば，jは増加し，亜音速の範囲で加速するが超音速には至
らない．よって，音速を超える流れをつくるには，図 10右のような管の途中で
断面積が最小値 Sminをとる管を用いる必要があることがわかる．Sminとなる
ところで速度が音速と等しくなれば，その先において jが減少するので超音速
でも加速し続けることができるのである．このような形状をもつ管は ラバー
ル管（またはラバールノズル）と呼ばれる．

– ラバール管を用いた超音速ガスの噴出機構はロケットエンジンの噴出口に応用
されている．宇宙における恒星風等の超音速流への加速を考えるときにも，ラ
バール管での臨界点を越える流れの知識が役立つ．

問題16. (2.58)式を用いて，臨界点で dv/dxは
√

d2S/dx2 に比例することを示せ．ま
たその比例係数を求めよ．(ヒント) 0/0はロピタルの定理を用いる．csが xに依存するこ
とにも注意せよ．
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図 10: 左：γ = 1.4の気体における jと vの関係．右：ラバール管の中の流れ．

3 流体の不安定性
3.1 静水圧平衡

• まず，重力場の中における静止した流体の構造について簡単に述べておこう．静止
した流体 (v = 0)において，重力を含めたオイラー方程式は次のように書ける．

−1

ρ
grad p− gradϕ = 0. (3.1)

ここで，ϕは重力ポテンシャルであり，ポアソン方程式

△ϕ = 4πGρ (3.2)

により決まる．(3.1)式は静水圧方程式と呼ばれる．
• 一様重力場は，通常は重力の方向を−z方向にとり−gradϕ = −gezと書かれる．こ
の場合静水圧方程式は次式になる．

dp

dz
= −gρ. (3.3)

• 球対称な密度分布 ρ = ρ(r)をもつ天体の自己重力場は

−gradϕ = −GM(r)r

r3
(3.4)

である．ここで，M(r)は rより内側にある質量であり次式で与えられる．

M(r) =

∫ r

0

4πρr2dr. (3.5)

よって，球対称自己重力天体の静水圧方程式は次のようになる．
dp

dr
= −GM(r)ρ

r2
. (3.6)

恒星などの球対称天体の内部構造を調べるときには，この式が用いられる．
• 内部で完全に静止してている構造だけでなく，音速に比べ十分遅い対流運動がある
場合にもこれらの静水圧方程式は近似的に有効である．
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• 静水圧構造の決定のためには，物質の状態方程式と温度分布を決めるエネルギー方
程式（or 断熱の式）も必要である．エネルギー方程式では輻射や対流運動による熱
輸送が考慮される．

• 上では静水圧方程式として重力方向の成分について主に述べた．他の方向の成分よ
り，重力に垂直な水平面上で（または重力の等ポテンシャル面上で）圧力や密度が
一定であることがわかる．状態方程式から温度もこの面で一定となる．これも静水
圧平衡の重要な性質である．

問題17. 球対称自己重力場の式 (3.4)をポアソン方程式 (3.2) から導出せよ．

z
p(z)

s(z)

p(z)

s(z)

z+dz
p(z+dz)

s(z+dz)
p(z+dz)
s(z)

図 11: 上へ移動した流体粒子と周囲の関係.

3.2 対流不安定性
• 静水圧平衡や定常流など力の釣り合った力学平衡の状態は必ずしも安定な状態であ
るとは限らない．一般にある条件が満たされた場合のみ安定である．平衡状態の安
定，不安定を決める条件について考える．静水圧平衡が不安定である場合は流れが
自発的に生じる. 例えば対流が起こる．以下では対流が起きないための条件を導く．

• 一様重力場内の静水圧構造において，圧力 pとエントロピー sは静水圧方程式とエ
ネルギー方程式から zの関数として決まっている．ある高さ zにある流体粒子が比
体積V (p(z), s(z))をもっているとする．この流体粒子が微小長さ δzだけ上に断熱的
に移動したとしよう．移動後の比体積は V (p(z + δz), s(z))となる (図 11参照)．断
熱的であるためエントロピーは保存されるが，圧力は周囲と速やかに等しくなるか
らである．移動した流体粒子が高さ z + δzの周囲の流体より高い密度をもち，もと
の高さ zへ押し戻す力が働くような場合は，対流は起こらず安定な静水圧平衡であ
ると言える．比体積が小さければ密度は高くなるので，安定のための条件は

V (p(z + δz), s(z + δz))− V (p(z + δz), s(z)) > 0 (3.7)
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となる．上式左辺第 1項は周囲に前からいる流体粒子の比体積である．この第 1項
を，s(z + δz)− s(z) = (ds/dz)δzで展開すると，条件式は(

∂V

∂s

)
p

ds

dz
> 0 (3.8)

と変形できる．変位 δzが負の場合も同じ条件が得られる．また熱力学の公式より(
∂V

∂s

)
p

=
T

cp

(
∂V

∂T

)
p

=
γ − 1

γ

m

kB
V (3.9)

となる．2つめの等号は理想気体で成り立つ．(∂V/∂s)pは理想気体で常に正であり，
他の多くの物質も加熱により膨張するので ((∂V/∂T )p > 0なので)正となる．よっ
て，対流が起こらないための条件は以下のようになる.6

ds

dz
> 0. (3.10)

• 条件 (3.10)は温度勾配に対する条件に変形できる．マックスウェルの関係式などの
熱力学公式を用いて

ds

dz
=

(
∂s

∂T

)
p

dT

dz
+

(
∂s

∂p

)
T

dp

dz
=

cp
T

dT

dz
−
(
∂V

∂T

)
p

dp

dz
(3.11)

と変形できるので，さらに静水圧方程式 (3.3)を用いると，条件 (3.10)は

dT

dz
> − gT

cpV

(
∂V

∂T

)
p

(3.12)

と表される．これより，温度勾配 dT/dzが正であれば常に安定である．温度勾配が
負でも，その絶対値が (gT/cpV )(∂V/∂T )pより小さければ安定である．この勾配の
しきい値は断熱温度勾配と呼ばれる．理想気体の断熱温度勾配は g/cpとなる．

• 上記の流体粒子の移動に伴う復元力を求めておこう．密度変化によって流体粒子に
働く力は浮力である．単位体積当たりの浮力は，まわりとの密度差 δρを用いて次
式で与えられる．

fb = −gδρ. (3.13)

今の場合 δρ = 1/V (p(z+ δz), s(z))−1/V (p(z+ δz), s(z+ δz))であり，(3.8)や (3.9)

式と同様な変形をすると

fb = − gT

cpV 2

(
∂V

∂T

)
p

ds

dz
δz (3.14)

を得る．この復元力によって流体粒子は振動する．その振動数は (3.14)式を用いて

ω2 = − fb
ρδz

=
gT

cpV

(
∂V

∂T

)
p

ds

dz
(3.15)

と与えられ，ブラント-バイサラ振動数と呼ばれる．安定な静水圧平衡においてこの
浮力により振動する波は内部重力波と呼ばれる．

6水は 0-4°Cで (∂V/∂T )p < 0 であるので注意が必要．
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3.3 接線不連続面の不安定性
• 接線不連続面をもつ流体を考える．接線不連続面は一定重力場中の水平面 z = 0に
あり，その下は密度 ρ1をもつ非圧縮性流体 1が，上には密度 ρ2の非圧縮性流体 2に
ある．それぞれが x方向に一定速度U1，U2で運動していて，y，z方向の速度は 0と
なっている．圧力は静水圧方程式 (3.3)にしたがい，静水圧平衡が成り立っている．
このような接線不連続面をもつ平衡構造の安定性を調べる．

• この平衡状態からわずかにずれた状態、すなわち小さな摂動を加えた状態を考え，
その摂動が満たす方程式を導き，その進化を調べる．摂動が大きく成長するならば
もとの平衡状態は不安定だとわかり，逆に摂動が小さいままならば安定である．
摂動を加えた圧力と速度を次のように表す．

p = P + δp, vx = U + u, vz = w. (3.16)

ここで δp, u, w が小さな摂動である．簡単のため，これらの摂動は y依存性をもた
ないと仮定する．また，y方向の速度の摂動は 0とする．上記の平衡状態より，非
摂動の圧力 P は静水圧方程式 (3.3)を満たし，非摂動の x方向速度 U は z < 0では
U1，z > 0では U2と書く．

• 小さな摂動量についての方程式を求めよう．そのためには，(3.16)式を流体の各方
程式に代入し，摂動量について 1次の項のみを残こせばよい．一般に，摂動量の 1

次についての方程式を用いた解析は線形安定性解析と呼ばれ，非線形方程式の定常
解に対しよく用いられる．
　非圧縮性流体の連続の式 divv = 0 より

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0 (3.17)

を得る．オイラー方程式の x, z成分からは

ρ

(
∂u

∂t
+ U

∂u

∂x
+ w

dU

dz

)
= −∂δp

∂x
, (3.18)

ρ

(
∂w

∂t
+ U

∂w

∂x

)
= −∂δp

∂z
+ fb (3.19)

を得る．(3.18)式の dU/dz は z = 0以外では 0である. (3.19)式右辺の fbは浮力で
ある．浮力の表式については後で述べる．
　上の式の他に，流体 1,2を分ける境界（不連続面）のもとの位置 z = 0 からのず
れを決める方程式も必要である．境界面の位置 z = ζはその近傍にいる流体粒子の
z方向の移動で決まるので，ζの方程式は次のようにラグランジュ微分で書かれる．

Dζ

Dt
≡ ∂ζ

∂t
+ U

∂ζ

∂x
= w(z = 0). (3.20)

　浮力について説明しよう．浮力は fb = −gδρで与えられるが，非圧縮性流体を考
えているので流体の大部分において密度変化はなく浮力は 0である．しかし，境界
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付近では，境界が ζ だけ変位すると，もともと密度 ρ1であったところが ρ2になっ
たりまたはその逆という密度変化が起こる．そのため浮力がはたらく．この浮力は，
ζ > 0の場合

fb =

{
−g(ρ1 − ρ2) (0 < z < ζ),

0 (上の区間以外の z).
(3.21)

であり，ζ < 0では

fb =

{
−g(ρ2 − ρ1) (ζ < z < 0),

0 (上の区間以外の z)
(3.22)

となる．浮力 fb自体は小さくないが，働く範囲が狭いため摂動として扱うことがで
きることが後でわかる．(3.17)-(3.22)式が摂動を記述する方程式である．

• 上の方程式は，各摂動量が次のように tと xに対し指数関数で依存する解をもつ．
w(t, x, z) = w′(z) exp[i(kx− ωt)]. (3.23)

ここで，波数 kは正の実数で，振動数 ω は一般に複素数である.7 他の摂動 δp, u, ζ

も同様な形に書かれる. 仮に，(3.23)式のωが複素数で，その虚部が正であれば，摂
動 wは時間とともに指数的に増大することになり，非摂動状態は不安定である．以
下では，ωがそのような複素数になるかを調べることで安定性を吟味する．

• 各摂動に対する (3.23)式のような表式を (3.17), (3.18), (3.20)の各式に代入し, すべ
ての項に含まれる exp[i(kx− ωt)]を省略すれば，以下の式を得る．

iku′ +
dw′

dz
= 0, (3.24)

−iρ(ω − kU)u′ + ρw′dU

dz
= −ik δp′, (3.25)

−i(ω − kU)ζ ′ = w′(z = 0). (3.26)

(3.19)式については，浮力が働く境界面付近とそれ以外で区別する．|z| > |ζ ′|では，
(3.21), (3.22)式より浮力は 0となるので，次式を得る．

　 − iρ(ω − kU)w′ = −d δp′

dz
, ( z > |ζ ′| または z < |ζ ′| ). (3.27)

一方，浮力が働く微小区間−|ζ ′| < z < |ζ ′|では，(3.19)式をこの区間で積分した式
を用いる．左辺の各項は，微小幅 2|ζ| の z積分の結果，その幅とwで 2次の微小量
の項となり無視できる．これに対し d δp/dzの項は微小区間で積分すると δpとなり，
この値が微小区間両側で異なれば 1次の微小量として残る. さらに (3.21)と (3.22)

式で与えられる浮力の項は積分すると −g(ρ1 − ρ2)ζ となる. よって次式を得る.

− [ δp′(z = |ζ ′|)− δp′(z = −|ζ ′|) ]− g(ρ1 − ρ2)ζ
′ = 0. (3.28)

これは z ≃ 0 の境界面付近で働く浮力により境界面両側で圧力の不連続が生じるこ
とを表している. (3.26)と (3.28)式は z ≃ 0 での境界条件として用いられる．

7w′(z)も複素数であることに注意しよう. 正確には (3.23)式の右辺は実部のみを考えるべきである．し
かし，虚部も含め一緒に以下の計算を行うと，計算を簡略化することができる.
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• 流体 1(z < 0)と流体 2(z > 0)のそれぞれの領域において，方程式 (3.24)，(3.25)，
(3.27)を解こう．各領域で (3.24)，(3.25)式から u′を消去すると

ρ (ω − kU)
dw′

dz
= −ik2 δp′ (3.29)

となる．ここで，それぞれの領域は z = 0を含まず，そこで dU/dzが 0であること
を用いた. この式を zで微分し (3.27)式に代入して，δpを消去すると

d2w′

dz2
− k2w′ = 0 (3.30)

を得る．この解に z → ±∞で発散しないという境界条件を課すと，各領域で w′
1 = A1e

kz (z < 0),

w′
2 = A2e

−kz (z > 0)
(3.31)

を得る．Ai = w′
i(z = 0) である. 一般にw′

iは z = 0で不連続でA1 ̸= A2である．

• この解に z = 0での境界条件を課す．(3.29)と (3.31)式を用いると，(3.28)式は

i [ρ1(ω − kU1)w
′
1(z = 0) + ρ2(ω − kU2)w

′
2(z = 0)]− kg(ρ1 − ρ2)ζ

′ = 0 (3.32)

と変形でき，さらに (3.26)式を用いてw′
iを消去すると，最終的に次式を得る.

ρ1(ω − kU1)
2 + ρ2(ω − kU2)

2 − kg(ρ1 − ρ2) = 0. (3.33)

これは振動数 ωと波数 kの間の関係式で，分散関係と呼ばれる．分散関係から ωが
複素数となるかどうかが決まる．

• レーリー - テーラーの不安定性
U1 = U2 = 0の場合の分散関係と不安定性を調べる．この場合不連続面では密度だ
けが不連続である．この密度不連続面の不安定性はレーリー-テーラーの不安定性と
呼ばれる．この場合の分散関係は

ω2 = kµg

(
µ ≡ ρ1 − ρ2

ρ1 + ρ2

)
(3.34)

であり，ρ2 > ρ1であれば，(3.34)式右辺は負で振動数ωはω = ±iαのように純虚数
となる．(α =

√
−kµg は正の実数.）各摂動は exp(−iωt)に比例するので，ω = +iα

のモードをもつ摂動は exp(αt)のように指数関数的に増大する．したがって，ρ2 > ρ1
の状態は (当然だが)不安定であることがわかる．この不安定の成長率αは k1/2に比
例し，波長の短い摂動ほど早く成長することがわかる．
　逆に，ρ2 < ρ1の場合は，振動数 ωは実数で，各摂動は時間に対し振動するだけ
で成長せず，この状態は安定である．この安定な不連続面にたつ波は表面重力波と
呼ばれ，面を速度 ω/kで伝播する．
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　ここでは，一定重力場のもとで考えたが，流体が加速度運動をし，その結果慣性
力を受ける場合にも，同様な不安定性が起こりうる．例えば，超新星爆発の際に爆
発天体より吹き飛ばされた外層が星間ガスと相互作用し減速運動をすると，慣性力
の向きが重力と逆向きとなりレーリー - テーラーの不安定が生じることが知られて
いる．

• ケルビン - ヘルムホルツの不安定性
速度差のある場合を調べる．接線方向速度の不連続面の不安定性はケルビン-ヘルム
ホルツの不安定性と呼ばれる．(3.33)式は ωについての 2次方程式でこれを解くと

ω =
k

2
(U1 + U2 + µ∆U)±

√
kµg − 1

4
k2(1− µ2)∆U2 (3.35)

を得る．但し，∆U = U1 − U2．したがって，

kmin =
4µg

(1− µ2)∆U2
=

(ρ21 − ρ22)g

ρ1ρ2(U1 − U2)2
(3.36)

という kminに対し，波数が k > kmin を満たす摂動では振動数ωが複素数となり，ω

の虚部が正である摂動が時間とともに指数的に成長する8．現実においてそのような
波数をもつ微小摂動は常に存在するため，よって，速度差がある接線不連続面は常
に不安定であることが示された．

3.4 一様等方性乱流
(a) 非定常な流れと乱流の発生
粘性流体の流れの様子はレイノルズ数Re = UL/ν の大きさによって変わる．ここで，

U と Lは流れの特徴的な速度と長さであり，νは動粘性係数 (動粘性率)である．レイノ
ルズ数が十分小さい場合には粘性が強く働き，定常流が実現されその速度は位置に対しな
だらかに変化する．レイノルズ数があるしきい値を越えると，もとの定常流は不安定とな
り，摂動が増大する．レイノルズ数がそのしきい値よりわずかだけ大きい場合では，粘性
により不安定性はある程度抑制され，不安定な摂動が成長した結果別の定常流か，または
非定常だが周期性をもつ規則的な流れが実現される．これに対し，レイノルズ数がより大
きくなると，周期的運動はいくつかの振動数, 波数のモードの重ね合せとなり，複雑な流
れとなる．レイノルズ数が十分に大きくなると，流れは非常に複雑かつ予測不能となり，
乱流と呼ばれる状態となる．

8不安定摂動が最小波数 ([3.36]式)をもつことは，ある程度短い波長の摂動のみが励起されることを意味し
ている．この最大波長はどのように決まっているのかは (3.36)式から分かる．密度差が小さい場合 (µ ≪ 1)，
不安定摂動の最大波長 λmaxは (3.36)式よりおおよそ λmax ∼ ∆U2/(µg) となる．これより µgλmax ∼ ∆U2

を得る．この式の右辺は速度差による単位質量の流体の運動エネルギーであり，左辺は単位質量の流体を密
度差による負の浮力に抗して高さ λmax だけ持ち上げるのに必要なエネルギーである．すなわち，速度差
による運動エネルギーで下の重い流体を λmax程度持ち上げるような渦運動を引き起こすことが可能なこと
を示している。これよりも大きな渦をつくることはエネルギー的に不可能である．密度比が大きい場合の
λmax も，同様なエネルギーによる議論で説明される．
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乱流は，異なった大きさをもつ非常に多くの渦の重ね合わせだと考えるとよい．乱流
の特徴は，その非定常性，不規則性，および予測不能性にある．このため，乱流を各位置
で正確に記述することは不可能であり，物理的に意味がない．しかしながら，複雑で極め
て多自由度であるため，統計的手法による乱流の記述が有効である．（巨視的物体に対し
熱統計力学が有効であるのと同じである．）
(b) 乱流の統計的性質
一様等方な乱流を考える．流れの速度を平均速度とそれからの差とに分けよう．この

差が，速度の変動部分であり，乱流の特徴を持っている．変動部分の平均的な振幅を∆v

と書く．変動部分は様々な波長の成分の重ね合わせであるが，それらの成分の中で一番長
い波長を L とおく．乱流の一番大きな渦のサイズが L で，その渦の速度が ∆v であると
言える．これら 2つの量で乱流は特徴づけられる．乱流のレイノルズ数は Re = ∆vL/ν

で与えられる．乱流においては Re は極めて大きい．また，圧力と密度の変動の振幅も大
きな渦で決まっており，∆p ∼ ρ(∆v)2, ∆ρ ∼ ρ(∆v/cs)

2 で与えられる．
より小さな渦では，そのサイズ lが小さくなると渦の速度 vl も小さくなり，それらの

運動エネルギーも小さくなる．一方, 速度勾配 dv/dx ∼ vl/l は小さな渦の効果がより大
きい. 乱流はこのような様々なスケールの渦全体であり，それら渦の性質は以下の乱流カ
スケードという概念により理解される．

• 乱流カスケード
乱流は乱流カスケードというメカニズムで維持される．この乱流カスケードは 3つ
の段階に分けられる．
第 1段階は，外部からの作用による一番大きな渦の励起である．外部からの作用
には，例えば，重力，磁場，衝突等の様々な原因が考えられる．外部からの作用の
特徴によって，一番大きな渦の性質は決まる．外部からの作用による大きな渦への
単位質量あたりのエネルギー注入率を ϵ [J/kg/sec]とおく．
第 2段階は，渦が壊れ，より小さな渦が生まれる過程である．渦の崩壊時間（寿
命）はその周期程度で，l/vl と見積もられる．生成された小さな渦もやがて崩壊し，
さらに小さな渦を生む．この生成と崩壊が繰り返されることで，大きな渦から極め
て小さな渦までの広いサイズの範囲の渦が存在するようになる．このように連鎖的
に小さな渦が生成されていくため，この現象は乱流カスケードと呼ばれる．乱流カ
スケードでは，大きな渦からより小さな渦へエネルギーが移動していくので，エネ
ルギーカスケードとも呼ばれる．
第 3段階は乱流カスケードの最終段階で，粘性による渦の散逸である．粘性によ
るエネルギー散逸は，速度勾配の強さで決まり，主に一番小さな渦で起こる．

• 乱流カスケードの速度分布
乱流カスケードにおけるエネルギーの移動を考える．上で述べたように，エネルギー
はまず一番大きい渦に ϵ [J/kg/sec] に注入され，そこから渦の崩壊によって，徐々
に小さいサイズの渦へエネルギーは受け渡され，最終的に一番小さな渦で粘性によ
り散逸する．各サイズでのより小さい渦へのエネルギー変換率 [J/kg/sec]は，（各サ
イズの渦の単位質量当たりの運動エネルギー)÷ (渦の崩壊時間）で与えられるので

v2l /(l/vl) ∼ v3l /l (3.37)
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と得られる．一方，この大きい渦から小さい渦へのエネルギーの流れは定常的に進
行するため，各サイズでの小さい渦へのエネルギー変換率はサイズによらず一定で
あり，かつ，ϵに等しい．よって

ϵ ∼ v3l /l, または vl ∼ (ϵl)1/3 (3.38)

を得る．一番大きな渦でも ϵ ∼ (∆v)3/L が成り立ち，渦の速度は次のようにも書
ける．

vl ∼ ∆v(l/L)1/3. (3.39)

各サイズの渦の振動数は ω ∼ vl/lである．この対応関係を用いて，渦の速度を振動
数 ω の関数で書くこともできる．対応関係より vω = vl ∼ (ϵvl/ω)

1/3 なので

vω ∼ (ϵ/ω)1/2. (3.40)

• 一番小さな渦の大きさ
小さい渦では，エネルギー変換率と粘性によるエネルギー散逸率が等しい．後者は
ν(vl/l)

2 と見積もられる9．一番小さい渦 l0 で両者が等しいことから，そのレイノ
ルズ数はRe(l0) = vl0l0/ν ∼ 1 となる．この関係式に (3.38)式や (3.39)式を代入す
ると，一番小さな渦のサイズと速度は

l0 ∼ (ν3/ϵ)1/4 ∼ Re(L)−3/4L, vl0 ∼ Re(L)−1/4∆v (3.41)

と得られる．ここで, Re(L) = ∆vL/ν ≫ 1．l0 ≪ l ≪ L という渦のサイズ範囲は，
外部からのエネルギー注入や粘性によるエネルギー散逸がほどんどなく，慣性領域
と呼ばれる．

• 乱流カスケードのエネルギー分布
渦のエネルギーのサイズに対する分布 E(l) を求める．各サイズの単位質量当たり
の渦のエネルギーは，サイズ幅 ∆l ∼ l としてE(l)∆l ∼ E(l)l ∼ v2l であるので

E(l) ∼ (ϵ2/l)1/3 ∼ [(∆v)2/L] (l/L)−1/3 (3.42)

と求まる．また，波数 k(= 1/l) に対する分布 E(k)は

E(k) ∼ v2l /k ∼ ϵ2/3k−5/3 ∼ (∆v)2L (Lk)−5/3 (3.43)

となる．振動数 ω に対するエネルギー分布 E(ω) は次式となる.

E(ω) ∼ ϵ/ω2. (3.44)

以上に得られた一様等方性乱流における速度・エネルギー分布などの統計的性質はコ
ルモゴロフ則と呼ばれる．
問題18. 各エネルギー分布 E(l), E(k), E(ω)の次元を求めよ．

9粘性による (単位質量当りの)エネルギー散逸率は，ナビエ-ストークス方程式の粘性項 ν △ vによる仕
事率で与えられ，サイズ lの渦に注目するとそれは v · (ν∆v) ∼ νv2l /l

2 と見積もられる．
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• 乱流における拡散過程
乱流では，多数の渦の運動により運動量やエネルギーの輸送が強く促進される．乱
流が不規則であるため，この輸送は拡散的に起こる．乱流の強い拡散効果は，乱流
があたかも大きな粘性率 νturbを持つことで起こると考えることができる．νturb は渦
粘性率，乱流拡散係数と呼ばれる．
乱流運動による拡散は主に大きな渦によって引き起こされ，仮想的な渦粘性率は

νturb ∼ ∆vL (3.45)

という大きさをもつ．粘性率が νturb程度の大きさだとすると，Re(L) ∼ 1となり，
また一番大きな渦での粘性散逸率は νturb(∆v/L)2 ∼ ∆v3/l ∼ ϵ のようにエネルギー
注入率に等しくなる．すなわち，渦粘性率 νturb を仮定すると一番大きな渦で粘性
によるエネルギー散逸が起こることになる．
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4 自己重力流体
4.1 自由落下

• 3.1節で，球対称な自己重力天体の静水圧構造について述べた．ここでは，圧力が
無視できる球対称天体の重力収縮，すなわち自由落下運動について考えよう．初期
t = 0に，位置 r0にある流体粒子がどのように中心に落下していくかを調べる．初
期 t = 0に天体の各部分は静止しているものとする．流体粒子は天体の自己重力に
より加速する．球対称な天体内部の重力場は (3.5)式のM(r)を用いて (3.4)式で与
えられる．流体粒子とともにまわりの流体も落下するため，t > 0の時間において
も，着目する流体粒子の重力場は一定の質量M(r0)により決まる．よって，この流
体粒子のラグランジュ的な運動方程式は次式で与えられる．

d2r

dt2
= −GM(r0)

r2
(4.1)

• エネルギー積分： この式の両辺に速度 dr/dtを掛けて時間積分すると，速度に関す
る式

dr

dt
= −

√
2GM(r0)

(
1

r
− 1

r0

)
(4.2)

を得る．ここで，r = r0の初期に速度 dr/dtが 0でありその後落下するため, 速度は
負になることを用いた．

• (4.2)の微分方程式は，変数変換 r/r0 = cos2 θ により容易に積分することができる．
実際この変数変換により (4.2)式は

2 cos2 θ
dθ

dt
=

√
2GM(r0)

r30
(4.3)

となり，これを積分して

θ +
1

2
sin 2θ =

√
2GM(r0)

r30
t (4.4)

を得る．ここで，t = 0で θ = 0とした．これより，θを媒介変数として，rを時間 t

の関数として表すことができる．

• 上の解を用いて，この流体粒子が中心まで落下するのに要する時間 tfallは次式で与
えられる．

tfall =
π

2

√
r30

2GM(r0)
. (4.5)
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これは自由落下時間と呼ばれる．r < r0における初期平均密度 ρ̄(r0)は

ρ̄(r0) =
M(r0)

4πr30/3
(4.6)

で定義される．これを用いると，自由落下時間 tfallは次式で与えられる10．

tfall =

√
3π

32Gρ̄(r0)
. (4.7)

4.2 ジーンズの不安定性
• 静止した密度と圧力が一様なガスを考える．一様等方性より自己重力は働かないと
仮定する.11 すなわち，ρ0, p0, ϕ0 =一定，v0 = 0とする．このような一様ガスの自
己重力不安定性 を，前章の線形安定解析の手法を用いて調べる．これはジーンズの
不安定性と呼ばれる．

• 各量の摂動を，ρ1, p1 ϕ1, v1と書き，断熱的な摂動を考える．非摂動状態が一様で
あるため，これら摂動は exp [ i(k · x− ωt) ] という座標・時間依存性をもつ．

• 各方程式の摂動 1次の式は以下のように得られる．

連続の式 − iωρ1 + iρ0 k · v1 = 0, (4.8)

オイラー方程式 − iωv1 = −ik (c2s
ρ1
ρ0

+ ϕ1), (4.9)

ポアソン方程式 − k2ϕ1 = 4πGρ1. (4.10)

これらから v1, ϕ1を消去して，次の分散関係を得る．

ω2 = c2s k
2 − 4πGρ0. (4.11)

したがって，
k < kJ ≡

√
4πGρ0
cs

(4.12)

を満たす波数をもつ摂動は指数的に成長し，自己重力収縮が進行することがわかる．

• 自己重力収縮するガス塊の特徴

10球対称な天体の表面すれすれのケプラー軌道に対する軌道角速度 Ω は天体の平均密度 ρ̄ を用いて√
4πGρ̄/3と書かれ，その公転周期 2π/Ω は自由落下時間 tfall と同程度である．
11この非摂動状態に対する重力平衡の仮定は厳密には正しくない．すなわち，非摂動の重力ポテンシャル
は △ϕ0 = 4πGρ0 を満たし非一様で，重力と釣り合う他の効果がなければ平衡にはならない．しかしなが
ら，他の効果が働くことで平衡状態にある現実の系における自己重力不安定性を理解する上で，単純なジー
ンズの不安定性の結果は非常に役に立つ．
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– ジーンズ波長
λJ ≡ 2π

kJ
=

√
πc2s
Gρ0

. (4.13)

– 収縮時間 ≃ 1/(kJcs) = 1/
√
4πGρ0 (∼ 自由落下時間).

– ジーンズ質量
MJ ≃ 4π

3
ρ0

(
λJ

2

)3

∝ ρ
−1/2
0 . (4.14)

問題19. (4.8)～(4.11)式を導出せよ．

問題20. 水素原子 100 コ /cm3の密度で温度 10Kの分子雲 (γ = 1.4)に対し，ジーンズ
波長 λJ [pc] と ジーンズ質量 MJ [太陽質量]，収縮時間 [年] を求めよ．

4.3 ビリアル定理
• 恒星などの静水圧平衡にある球対称な自己重力天体に対し成り立つビリアル定理に
ついて説明する．3.1節で述べたように、静水圧平衡にある天体の内部構造の決定に
は，静水圧方程式に加えて温度分布を決めるエネルギー方程式が必要である．しか
しながら，以下に導出するビリアル定理の関係式はエネルギー輸送様式に係わらず
普遍的に成り立つ．

• ビリアル定理の導出を，球対称な自己重力天体に対する静水圧方程式 (3.6) から始
めよう．この両辺に rをかけて，さらに天体の全体積で積分すると次式を得る．∫ R

0

dp

dr
r 4πr2dr = −

∫ R

0

GM(r)ρ

r2
r 4πr2dr. (4.15)

ここで，Rは ρ = p = 0となる天体表面の半径である．左辺は部分積分によって∫ R

0

dp

dr
4πr3dr =

[
p 4πr3

]R
0
−3

∫ R

0

p 4πr2dr = −3

∫ R

0

(γ−1) ρe 4πr2dr = −3 (γ−1)U

(4.16)

と変形でき，天体の全内部エネルギーU で書ける．上式の 2つ目の等号以降では比
熱一定の理想気体を仮定した．一方，(4.15)式の右辺は

−
∫ R

0

GM(r)ρ

r
4πr2dr = −

∫ M(R)

0

GM(r)

r
dM(r). (4.17)

となり全重力エネルギーW に等しい．よって，次のビリアル定理の式を得る12．

3 (γ − 1)U +W = 0. (4.18)

12ここでは，静止した天体が対象であるので ∂v/∂t+ v · ∇v = 0 としたオイラー方程式を用いた．より
一般のビリアル定理ではこれらの項も含め，内部運動があり時間変化する天体に対しても成り立つ関係式
が得られている．
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問題 21. 天体の全重力エネルギーは一般に次式で与えられる．

W ≡ −1

2

∫
V

∫
V

Gρ(x)ρ(x′)

|x− x′|
d3x d3x′ =

1

2

∫
V

ρ(x)ϕ(x) d3x. (4.19)

半径Rの球対称天体に対し，これが (4.17)式の右辺に等しいことを示せ．
(ヒント)部分積分して dϕ/dr = GM(r)/r2 を用いる．

• 静水圧平衡にある天体の全エネルギー U +W は，ビリアル定理より

U +W = (4− 3γ)U (4.20)

となる．U > 0なので，γ > 4/3であれば，全エネルギーは負となり天体は自己重
力で束縛された状態にある．逆に，γ < 4/3 ならば束縛状態になることができない．

• 恒星等の天体は輻射などにより表面から外部へエネルギーを放出する．このとき，
自己重力による束縛条件 γ > 4/3が成り立っていると，全重力エネルギーW の絶
対値や全内部エネルギーU，さらに星内部の平均温度はいずれも増加する．すなわ
ち，自己重力天体はエネルギーを放出すると平均内部温度は上昇するという特別な
性質をもっている．これより自己重力天体は負の熱容量をもっていると言われる．

4.4 ポリトロープガス球の静水圧構造
• 単純な仮定の下で球対称天体の静水圧方程式を解いてみよう．静水圧方程式 (3.1)を
重力場のポアソン方程式 (3.2) に代入すると，球対称天体に対して次式を得る．

d

dr

(
r2
1

ρ

dp

dr

)
= −4πGρ r2. (4.21)

通常，これを解くためには温度分布 T (r)を決めるエネルギー方程式も連立させる必
要があるが，ここでは，圧力分布 p(r)と密度分布 ρ(r)の間にポリトロープの関係
式 (1.25)が成り立っているという簡単な状況を考える．すなわち

p = KρΓ, (K, Γは天体内部で定数). (4.22)

ここで，べき指数Γは一般に比熱比 γと異なる．Γを Γ = 1+1/nとおくことがよく
あり，nはポリトロープ指数と呼ばれる．これを満たす静水圧平衡にある球対称天体
はポリトロープガス球と呼ばれる．理想気体でポリトロープの関係は T (r) ∝ ρ(r)1/n

という温度分布を仮定したことになっており，nが大きいほど等温に近い．ポリト
ロープガス球は簡単な温度分布を仮定しているが，恒星等の天体の内部構造を定性
的または定量的に理解する上で非常に役に立つ．

問題 22. 静水圧平衡にある現実の天体は対流に対し安定または臨界安定であり，
ds/dr ≥ 0を満たす．これより理想気体からなる天体では Γ ≤ γとなることを示せ．
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• レーン-エムデン方程式：密度と圧力を無次元媒介変数 θを用いて次式のように表す．

ρ = ρc θ
n, p = pc θ

n+1, (pcと ρcは天体中心での値) (4.23)

これらはポリトロープの関係式を自動的に満たす．これらを (4.21)式に代入して，θ

についての微分方程式を得る．[
(n+ 1)pc
4πGρ2c

]
1

r2
d

dr

(
r2
dθ

dr

)
= −θn. (4.24)

上式の [ ] 内は長さ 2乗の次元をもつ．

a =

[
(n+ 1)pc
4πGρ2c

]1/2
=

[
(n+ 1)K

4πG
ρ

1
n
−1

c

]1/2
(4.25)

と定義した長さ aを用いて13，無次元動径座標 ξを導入する．

ξ = r/a. (4.26)

方程式 (4.24)を rの代わりに ξで表すと次の無次元化された方程式を得る．
1

ξ2
d

dξ

(
ξ2
dθ

dξ

)
= −θn. (4.27)

これはレーン-エムデン方程式と呼ばれ，ポリトロープガス球の内部構造を決定する．

• θは ξ = 0で境界条件
θ = 1,

dθ

dξ
= 0 (ξ = 0) (4.28)

を満たす．前者は (4.23)式より明らかである．後者は，中心付近で M(r) ∝ r3 なの
で重力と圧力勾配が 0となるためである．この境界条件を満たす (4.27)式の解はレー
ン-エムデン関数と呼ばれる．図 12にいくつかの nに対するレーン-エムデン関数を
示した．θは中心から単調に減少し天体表面で 0となる．表面の動径座標を ξ1と表
す．天体半径はR = aξ1で与えられる．ξ1は nとともに増加し，n = 5で無限大と
なる．表 1にはレーン-エムデン関数の ξ1などの定数を記した．

• 天体の全質量 M(R) は，レーン-エムデン方程式を用いると次式のように書ける.

M(R)

4πa3ρc
=

∫ ξ1

0

θnξ2dξ = −
∫ ξ1

0

d

dξ

(
ξ2
dθ

dξ

)
dξ = −ξ21

(
dθ

dξ

)
ξ=ξ1

. (4.29)

また平均密度 ρ̄は次式で与えられる．
ρ̄

ρc
=

M(R)

4πR3ρc/3
= − 3

ξ1

(
dθ

dξ

)
ξ=ξ1

. (4.30)

13規格化に用いられた a は自由落下時間の間に音速で進む距離と同程度である.
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問題23. n = 0, 1, 5の場合のレーン-エムデン関数はそれぞれ以下であることを示せ．

θ0 = 1− 1

6
ξ2, θ1 =

sin ξ

ξ
, θ5 =

(
1 +

ξ2

3

)−1/2

. (4.31)

問題24. ポリトロープガス球の全重力エネルギーは n < 5の場合に

W =
1

2

∫
ρϕ dV = − 3

5− n

GM2

R
(n < 5の場合). (4.32)

で与えられることを示す．そのため, まず関係式

(n+ 1)
p

ρ
+ ϕ = −GM

R
(一定) (4.33)

を導出せよ．この関係式とビリアル定理 W = −3
∫ R

0
pdV も用いて，(4.32)式を導出せよ．

さらに，n = 5の場合で pcと ρcが 0でない有限な値をもつときは，天体の全質量M も有
限であり，かつ全重力エネルギーW は次式で与えられることも示せ．

W = −
√
3π

32

GM2

a
(n = 5の場合). (4.34)

その際に積分公式 ∫∞
0

x2dx
(1+x2)3

= π/16 を用いてもよい．(4.32)と (4.34)式との比較から，
nが 5に十分近い場合に ξ1 = R/a は 32

√
3

π(5−n)
≒ 17.6

5−n
と近似的に与えられることがわかる.

問題25. n = 3.4, 4.9, 4.99に対しレーン-エムデン関数を数値的に求め，ξ1, −ξ21(dθ/dξ)ξ=ξ1

の値を 6桁目まで正確に求めよ．また使用したプログラムについて簡単に説明せよ．

問題26. n = 3のレーン-エムデン関数は恒星内部構造の簡単な見積りに用いられる.こ
れより太陽質量 (1.99 ×1030kg)と太陽半径 (6.96 ×105km)から太陽の中心密度と中心圧
力を見積れ．また，圧力は理想気体の圧力に等しいとし，平均分子量は 0.610として中心
温度を見積れ．（参考：Bahcall et al. (1995, Rev. Mod. Phys.) の精密な太陽モデルでは
ρc = 160g/cm3, pc = 2.4× 1016Pa, Tc = 1.6× 107K.）太陽内部で輻射圧 prad = 4σ

3c
T 4は無

視できることも確認せよ (σ = 5.7× 10−8W/m2/K4, c = 3.0× 108m/s.). さらに，主系列
星の平均密度は星質量に反比例するという経験式も用いて，主系列星の中心温度の質量依
存性を明らかにせよ．

0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.5

1

θ

ξ

n  = 5

3

1.5
10

Table １: レーン- エムデン関数の定数

n ξ1 -ξ1
2(dθ/dξ )ξ=ξ1 ρc / ρ

0 6 = 2.45 2 6 = 4.90 1

1 π = 3.14 π = 3.14 π2/3 = 3.29

1.5 3.6538 2.7141 5.9907

3 6.8968 2.0182 54.182

5 ∞ 3 = 1.73 ∞

図 12: レーン-エムデン関数の例．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
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問題27. 「白色矮星の限界質量」低質量の恒星は炭素等の中心核をつくった後に核融合
反応を終え白色矮星となる．白色矮星内部は 106 g/cm3 程度と極めて高密度となってい
て，そのような高密度で発生する電子の縮退圧によって構造が支えられている．
完全縮退した電子の縮退圧はポリトロープの関係式のように密度のべきで近似的に与

えられる．そのポリトロピック指数 n は低密度では 1.5で，密度の増大とともに徐々に増
加し，高密度の極限で 3となる．この高密度極限で，ポリトロープの関係式の係数Kは

K =

(
3

π

)1/3
hc

8(muµe)4/3
(4.35)

と与えられる14．ここで，hはプランク定数，cは光速，muは原子質量単位，µeは電子 1

個当たりの核子数である．

• n = 3で係数Kが中心密度に依らないポリトロープでは，天体質量M が中心密度
に依らないことを示せ．

• 白色矮星の質量が増加すると，中心密度や中心圧力を増加させて構造を支える．上
の結果を用いて支えられる最大質量が次式で与えられることを示せ．

Mmax =
4√
π
2.0182

(
K

G

)3/2

=

√
3

2

2.0182

4π (muµe)2

(
hc

G

)3/2

. (4.36)

さらに，µe = 2.0の場合におけるMmaxの値を求め，µe = 2.0とする理由も説明せよ．

この最大質量はチャンドラセカール限界質量と呼ばれる．ガスの降着で限界質量を越えた
白色矮星は，静水圧構造を保てなくなり急激に収縮した後，Ia型超新星爆発を起こす．

（余談）「中性子星の静水圧構造」
中性子星は超新星爆発により形成されるさらに高密度な天体である．太陽質量程度の中性
子星の中心密度は 1015 g/cm3 位（核子密度程度）にもなり，その半径は 10km程度であ
る．このように高密度な中性子星は極めて強い自己重力を持つため，その静水圧構造を調
べるには，ニュートン力学ではなく一般相対性理論を用いる必要がある．一般相対性理論
に基づいた球対称天体の静水圧方程式は，TOV方程式 (Tolman-Oppenheimer-Volkoff方
程式) と呼ばれ，次式で与えられる.15

dp

dr
= −G (M(r) + 4πr3p/c2) (ρ+ p/c2)

r (r − 2GM(r)/c2)
. (4.37)

この方程式と状態方程式 p = p(ρ)より，中性子星の限界質量を調べることができる．一般
相対論の効果は重力を強めるため，TOV方程式より得られる中性子星の限界質量はニュー
トン力学に基づいた (4.36)式の値（数太陽質量）よりもずっと小さくなる．

14数密度 neの電子のフェルミ運動量 pF は pF ∼ hn
1/3
e で与えられる. 高密度で超相対論的な電子のフェ

ルミエネルギーは ϵF = cpF であり，電子の縮退圧は ϵF を 1電子当たりの体積 1/ne で微分して求まる．
よって，圧力は p ∼ hcn

4/3
e となり，さらに ne = ρ/(muµe)よりK ∼ hc/(muµe)

4/3 を得る.
15一般相対性理論に基づいた導出は §8.5を参照．ニュートン力学の静水圧方程式 (3.6)との比較より一般
相対論の効果をみることができる．右辺各因子の相対論的効果の補正項はすべて重力を強めるように働く．
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4.5 Appendix 恒星内部構造:エディントン標準モデル
実際の恒星内部構造を考える際には内部の温度構造が重要となる．恒星内部の温度勾配は
輻射熱輸送や対流によって決まる．輻射熱輸送で決まる温度勾配は次式で与えられる．

L

4πr2
= −4acT 3

3κρ

dT

dr
より dT

dr
= − 3κρ

4acT 3

L

4πr2
. (4.38)

ここで，Lは天体内部各半径での光度 (ルミノシティー)[W] ，κは光吸収係数 (Rosseland

mean opacity)[m2/kg]，a = 4σ/c = 7.57× 10−16J/m3/K4 は輻射定数である．また，輻射
による圧力 (輻射圧)は

prad =
a

3
T 4 (4.39)

であり，天体内部の全圧力は pradとガス圧 pgas の和である．輻射圧の勾配は (4.38)式よ
り次式で与えられる．

dprad
dr

= − κρL

4πcr2
. (4.40)

静水圧平衡にある球対称天体の内部圧力に対しては，静水圧方程式 (3.6)が成り立って
おり，輻射圧勾配の大きさはその両辺より小さくなければならない．すなわち∣∣∣∣dpraddr

∣∣∣∣ < GM(r)ρ

r2
. (4.41)

この条件に (4.40)式を代入すると，光度 (ルミノシティー)に対する条件

L < Ledd ≡ 4πcGM(r)

κ
= 1.31× 104

(
κ

1cm2/g

)−1(
M(r)

M⊙

)
L⊙ (4.42)

を得る．上限値 Leddはエディントン限界光度と呼ばれる．光度がこの上限値を越えると
天体は輻射圧により静水圧構造を保つことができず膨張または爆発する16．
エディントン標準モデルについて説明する．(4.40)式を静水圧方程式 (3.6)で割ると

dprad
dp

=
κL

4πcGM(r)
=

L

Ledd

(4.43)

を得る．この式で天体内部での輻射圧と全圧力の比が決まる．エディントン標準モデル
は恒星内部で比L/Ledd が一定という仮定に基づいている．(4.43)式中辺の個々の変数は
星内部で何桁も変化するため，この仮定の正当性は一見無いと思えるが，恒星内部構造の
詳細研究で積 κL/M(r)は大きく変化しないことが示されており，それほど悪くない近似
である．この仮定より，エディントン標準モデルではガス圧と全圧力の比

β ≡ pgas
p

= 1− L

Ledd

(4.44)

16光度の上限を決めるこの不等式は，形成段階の大質量星や巨大ブラックホールなどの質量降着で成長す
る天体に対する質量降着率の上限値の目安も与える．質量降着のある天体では，降着による重力エネルギー
の解放により L ∼ GMṀ/R程度の光度を持ち，これによる輻射圧が質量降着を停止させるのである．但
し，現実の天体では非球対称の効果や非定常性により，エディントン限界光度を大幅に上回る光度を伴う質
量降着も可能である．
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も一定である．βを用いて全圧力は p = pgas/β = ρkT/(µmu)，または p = prad/(1− β) =

aT 4/[3(1− β)] と表される．ここで, µはガスの平均分子量，mu = 1.66× 10−27kg は原子
質量単位である．これら 2通りの表式から T を消去すると，状態方程式は

p = Kedd ρ
4/3, Kedd =

[
3k4(1− β)

am4
uµ

4β4

]1/3
(4.45)

と n = 3のポリトロープの形に得られる．
恒星質量M については，n = 3のポリトロープであるので (4.36)式の最初の等号が成

り立つ．(4.45)のKeddを用いて計算すると

M =
4√
π
2.0182

(
Kedd

G

)3/2

= 49.1
( µ

0.61

)−2
(
1− β

β4

)1/2

M⊙ (4.46)

を得る．現在の太陽の平均分子量 0.61を基準とした．この式より天体質量M と βは関係
づけられている．さらにこれを変形すると βに対する方程式

1− β − 4.1×10−4
( µ

0.61

)4( M

M⊙

)2

β4 = 0 (4.47)

を得る．これはエディントンの 4次方程式と呼ばれ，この天体質量Mと βの関係はエディ
ントン標準モデルの結果の 1つである．10太陽質量程度以下の恒星では左辺第 3項は無
視できるので，βはほぼ 1で輻射圧力は小さいとわかる．
エディントン標準モデルは天体質量と光度の間の関係も与える．恒星の光度は (4.44)

と (4.47)式，および (4.42)の Leddの定義を用いて表すと

L = (1− β)Ledd = 1.31×104 (1− β)

(
κ

1cm2/g

)−1(
M

M⊙

)
L⊙

= 5.4 β4
( µ

0.61

)4( κ

1cm2/g

)−1(
M

M⊙

)3

L⊙ (4.48)

となる．この式より，10M⊙程度以下の恒星では β ≃ 1より κの質量依存性を無視すると
L ∝ M3となる17．一方 100M⊙を越える大質量星では βは小さくL ∝ M となる．エディ
ントン標準モデルによる質量光度関係は主系列星の光度をおおよそ再現することができ，
最初の近似として有効である18．ここで得られた光度の表式は，主系列星のエネルギー源
である水素核融合反応の性質に依存していない．恒星の光度は支える静水圧構造とエネル
ギー輸送過程によりほぼ決まっており，それに必要なエネルギーが水素核融合反応により
生み出されるのである．一方，恒星半径や中心温度は核融合反応の性質によって決まる.

(4.48)式を用いて太陽光度の進化を議論することも可能である．現在の太陽は 46億年
の水素核融合反応の結果ヘリウムの量が初期に比べて増加し，平均分子量がわずかに増加
している．(4.48)式より平均分子量の増加は太陽光度も増加させることがわかる．詳細な
太陽の構造計算によると，初期の太陽は現在より 3割ほど光度が低く暗かったと考えられ
ている．そのように太陽が低光度であった場合，初期の地球の気温は低下し地球表面は海
洋を含め全て凍結していたと見積もられる．しかしながら，地質的な証拠からは一部の氷
河期を除き地球は比較的温暖だったと分かっており，上の見積りとは合わない．これは暗
い太陽のパラドックスと呼ばれ，現在も未解決問題として議論されている．

17より詳細な計算から導かれる光度の質量依存性はM3.5 である．
18このエディントン標準モデルの式だけでは主系列星の半径や中心温度を見積もることはできないが，主
系列星の平均密度の近似式 ρ̄ = 1.4(M/M⊙)

−1g/cm3 も用いることで見積り可能となる (問題 26)．
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5 球対称の流れ
5.1 恒星風
　恒星風または太陽風は恒星表面から外部へガスが超音速で流出する現象である．恒星風
は球対称圧縮性定常流の一例であり，2.6節の超音速への遷移を応用することができる．

(a) 恒星大気の静水圧モデル

• 恒星風の流れを調べる前に，静止した恒星大気の静水圧構造について述べる．コロ
ナを想定し等温大気で近似する．太陽コロナは 100万度を越える高温でありその音
速は 100km/secを越える．

• 静水圧方程式に ρ = p/c2s を代入し積分すると

c2s ln

(
p

p0

)
= GMstar

(
1

r
− 1

R

)
(5.1)

を得る．ここで，cs = (kBT/m)1/2 は等温音速であり, p0は恒星表面での圧力, Rは
恒星半径である．これより無限遠での圧力 p(∞)は次式で与えられる．

p(∞)

p0
= exp

(
−GMstar

c2sR

)
. (5.2)

• 上式より，太陽の場合にはそのコロナ温度を用いると，無限遠での圧力は表面での
値 p0に比べて数桁程度低いという結果を得る．しかし，実際には太陽付近の星間空
間の圧力はこの見積りよりさらに何桁も低い．よって，静止した恒星大気の解は実
現されず，大気上層から外部へのガス流出，すなわち恒星風が起こる．

(b) 恒星風のパーカー解

• 定常的な恒星風について調べよう．圧縮性気体の定常流はベルヌーイの式で記述さ
れるが，ここでは 2.6節後半のようにオイラー方程式から始めよう．定常な球対称
の流れ (v = (v(r), 0, 0))を仮定する．vは速度の r成分である．重力を含めたオイ
ラー方程式の r成分は次式のようになる．

v
dv

dr
= −c2s

ρ

dρ

dr
− GMstar

r2
. (5.3)

一方，定常流であるので, 質量流束 Sj は一定となる．今の場合 S = 4πr2なので

4πr2ρv = Ṁout (一定) (5.4)

と書かれる．Ṁoutは質量放出率である．これを rで微分すると次式を得る．
1

ρ

dρ

dr
= −1

v

dv

dr
− 2

r
. (5.5)
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図 13: 等温のパーカー解の速度 (左)と密度 (中)．右は恒星風 (上)と降着流 (下)の概念図.

• (5.5)を (5.3)式に代入すると次の恒星風の方程式を得る．(
v2

c2s
− 1

)
1

v

dv

dr
=

2

r
− GMstar

c2s r
2

. (5.6)

この方程式はラバール管の流れの方程式 (2.58)に類似している．その右辺は（ラバー
ル管における dS/dxと同様に）半径 rの小さいところで負であり大きな rでは正と
なる．右辺が 0になる半径は臨界半径 r∗であり次式で与えられる．

r∗ =
GMstar

2c2s
. (5.7)

したがって，恒星風におけるガスの流れは臨界半径 r∗ の内側で亜音速，外側で超
音速となる．等温の場合, (5.6)式は変数分離形で容易に積分することができる．

1

2

v2

c2s
− ln

(
v

cs

)
= 2 ln

(
r

r∗

)
+ 2

r∗
r
− 3

2
. (5.8)

ここで積分定数 -3/2 は, 臨界半径 r∗で v = csとなるように決められた．この定常解
はベルヌーイの式からも得ることができる．この恒星風に対する定常解はパーカー
解と呼ばれる．図 13に等温の場合のパーカー解を示した．

• 太陽コロナの温度は 150万度程度で一定とすると，(5.7)式から太陽風の臨界半径 r∗
は太陽半径の 5倍程度と見積もられる．また，(5.6)式より，等温の場合には臨界半
径での速度勾配は dv/dr = ±cs/r∗を得る．右辺の符号は恒星風の場合正である．

• 恒星風の加速メカニズム
– まず方程式 (5.6)の各項の意味を確認する．(5.6)式はオイラー方程式を変形し
たものである．この左辺の括弧内の第 1項は，もとは (v · grad)vであり，そ
れは定常流での加速度項である．左辺第 2項と右辺第 1項は圧力勾配の項から
きている．右辺第 2項は重力の項である．
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– 臨界半径 r∗の外側の領域では，左辺と右辺ともに第 1項の方が大きく，それら
が釣り合っている．よって各項の意味より，この領域では圧力勾配により加速
されていることがわかる．

– 臨界半径の内側では，第 2項同士が釣り合っている．これは圧力勾配と重力の
釣り合いを表しており，静水圧平衡に近いことがわかる（図 13中）．よって，
内側での加速は圧力勾配が決めているのではない．(5.4)式の質量流束の一定
を保つために，密度の高い上流側から下流へ密度が下がるにつれて流れが加速
しているのだ19．そして，その一定の質量流束は臨界半径付近や外側での圧力
勾配が駆動しているという仕組みになっている．

問題28. 臨界半径から外側においてはポリトロープの関係式が成り立つとした場合，恒
星風の十分遠方での速度（いわゆる終端速度）が次式で与えられることを示せ．

v(∞) =

√
5− 3Γ

Γ− 1
cs,∗ =

√
5− 3Γ

Γ− 1

GMstar

2r∗
. (5.9)

5.2 降着流
• 球対称の定常流の次の例として，星間ガスが恒星などの重力源天体に向かって流れ
込む場合を考える（図 13右下を参照)．重力源は周囲の星間ガスに対し静止してい
るとする．この流れは降着流と呼ばれる．降着流の場合，ガスの速度の r成分 vは
負であるが，恒星風における (5.3)-(5.6) の方程式が同様に成り立つ．そのため，同
様に (5.7)式の臨界半径 r∗で |v| = csとなる．ただし，降着流においては外側が上
流であるため，臨界半径の外側で亜音速，内側で超音速となる（図 13左)．

• 臨界半径での各量は，ベルヌーイの式を用いて見積もられる．以下本節ではポリト
ロープの関係式 P = KρΓ が成り立つものとする．その場合ベルヌーイの式は次の
ようにかける20．

1

2
v2 +

c 2s
Γ− 1

− GMstar

r
=

c 2s,0
Γ− 1

. (5.10)

ここで，c2s = Γp/ρであり, cs,0はその十分遠方での値である．遠方で重力ポテンシャ
ルと速度が 0であることを用いた．この式の左辺に臨界半径での値を入れると

cs,∗ =

√
2

5− 3Γ
cs,0 (5.11)

が求まる．1原子分子気体の降着流でも輻射により冷却されていれば Γ < 5/3 であ
り cs,∗は有限である．臨界半径 r∗とそこでの密度 ρ∗は

r∗ =
5− 3Γ

2

GMstar

2c 2s,0
,

ρ∗
ρ0

=

(
cs,∗
cs,0

) 2
Γ−1

=

(
2

5− 3Γ

) 1
Γ−1

(5.12)

と求まる．ここで，ρ0は遠方でのガス密度である．
19加速は直接的には圧力勾配が重力をわずかに上回ることで実現してるが，この圧力勾配と重力の差は質
量流束が一定になるように決まっており２次的なものと見なされる．

201章で断熱の式を仮定しベルヌーイの式を導出した．断熱の式ではなくポリトロープの関係式が成り立
つ場合でも (5.10)式は成り立つ．実際，c2s = Γp/ρに注意し (5.10)式を rで微分すると，オイラー方程式
(5.3) を得る．
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• 天体への 質量降着率 Ṁinは
Ṁin = −4πr2ρv (5.13)

で定義され，rに依存しない．これを臨界半径での値で表せば上の関係式より

Ṁin = 4πr2∗ρ∗cs,∗ = 4π

(
2

5− 3Γ

) 5−3Γ
2(Γ−1)

(
GMstar

2c 2s,0

)2

ρ0 cs,0 (5.14)

と遠方の星間ガスの量を用いて表すことができる．以上の降着流の解と質量降着率
はBondi解と呼ばれる．この質量降着率を Bondi半径 rB = 2GMstar/c

2
s,0 を用い

て，(π/4)r2Bρ0 cs,0と近似的に与えることもある．
問題29. 降着流の加速メカニズムを，恒星風の場合と同様にして方程式 (5.6)に基づき
臨界半径の内外それぞれに対して説明せよ21．

5.3 点源爆発による爆風波
(a) 爆風波の設定
点源爆発で発生した爆風波の一様媒質 (気体)中の伝播を調べる．爆風波は爆発により飛
ばされた媒質気体の流れである．以下の仮定より，流れを決める量は爆発エネルギーEと
媒質気体の密度 ρ0のみとなり，流れは爆発源に対して球対称となる．

• 爆発源から放出されたガスの質量，初期体積，運動量と爆発時間は十分小さい (点
源爆発の仮定)．

• 周囲の媒質の初期圧力，音速，内部エネルギーは，爆発が強いため無視できる．
• 輻射等による冷却や重力も無視できる．

この理想的な爆風波に対しては解析解が得られており，セドフ解として知られている22．

(b) 爆風波の次元解析
次元解析より，基礎方程式を用いずセドフ解に対する以下の結果を導き出せる．

• 爆風波各量の時間進化
この問題では 1つの無次元量 r5ρ0

t2E
のみが存在．これにより各量を一意的に書ける．

– 爆風波先端の半径 ∼
(
E

ρ0

)1/5

t2/5

– 先端の伝播速度，流速 ∼
(
E

ρ0

)1/5

t−3/5

– 密度 ∼ ρ0, 圧力 ∼ ρ0

(
E

ρ0

)2/5

t−6/5 (≫ p0 = ρ0c
2
s,0/γ).

21ラバールノズルにおける超音速ガスの噴出メカニズムも同様に説明できる.
22この解析解は 1946年にセドフにより発表された．数値解はそれ以前にテイラーにより得られている．
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• 爆風波の空間構造

– 爆風波の先端は球面状の衝撃波（マッハ数 ≫ 1). 衝撃波の外側（前面）は静
止した一様媒質.

– 衝撃波内側の速度，密度，圧力の空間分布は無次元座標

ξ =
( ρ0
E t2

)1/5
r (5.15)

のみに依存する．これより各時刻における空間分布は相似形になる．この形の
解は自己相似解と呼ばれる23.

– 衝撃波の位置は無次元座標では ξ = ξs(定数)，r座標では次式で与えられる．

r = rs(t) ≡ ξs

(
E t2

ρ0

)1/5

. (5.16)

衝撃波の伝播速度は

vs =
d

dt
rs(t) =

2rs(t)

5t
=

2ξs
5

(
E

ρ0 t3

)1/5

. (5.17)

ξsの値は流体の方程式を解くことで求まる．

• セドフ解の成立条件

– 爆発源からの放出ガスの質量M を無視したので次の条件が必要である24．

M ≪ 4π

3
rs(t)

3ρ0. (5.18)

– 周囲の媒質の圧力 p0を無視したことより

p0 ≪ ρ0

(
E

ρ0 t3

)2/5

, または cs,0 ≪
(

E

ρ0 t3

)1/5

. (5.19)

これらの条件はセドフ解が有効な時間 tと rsの範囲（下限と上限）を与える．

問題30. 超新星爆発により，10太陽質量の物質が 1044Jのエネルギーで放出され爆風波
を形成した．伝播する周囲の星間ガスは数密度 1コ /cm3の水素原子気体で温度は 100K

とする．このとき，セドフ解を近似的に用いることができる伝播半径 rs[pc]と時間 t[年]

の下限と上限をそれぞれ (5.18)，(5.19)式より見積もれ.

232.2節の希薄波も自己相似解である．そこでの無次元座標は x/(tcs,0)であった．
24(5.18)式の逆の極限である, 周囲の媒質の質量が無視できるような爆発初期段階は自由膨張段階と呼ば
れる。この段階では放出ガスは等速度で広がる.
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(c) セドフ解の導出

• 自己相似解を表す無次元変数 v′(ξ), ρ′(ξ), p′(ξ)の導入
次元のある変数 v, ρ, pと無次元変数との関係を次のように与える．

v(r, t) =
2r

5t
v′(ξ), ρ(r, t) = ρ0 ρ

′(ξ), p(r, t) = ρ0

(
2r

5t

)2

p′(ξ). (5.20)

無次元変数の時間微分や r微分は，次のように ξ微分で書かれる．
∂

∂t
ρ′(ξ) =

∂ξ

∂t

dρ′

dξ
= −2ξ

5t

dρ′

dξ
,

∂

∂r
ρ′(ξ) =

∂ξ

∂r

dρ′

dξ
=

ξ

r

dρ′

dξ
(5.21)

• 連続の式と断熱の式は球対称の場合には次のように書ける．
∂ρ

∂t
+

1

r2
∂

∂r
(r2ρv) = 0,

(
∂

∂t
+ v

∂

∂r

)
p

ργ
= 0. (5.22)

ここで，p/ργ = Aes/cV ([1.65]式)を用いた．これらに (5.20)式を代入し (5.21)式を
用いて変形すると，次の常微分方程式が得られる．

(v′ − 1)
d ln ρ′

d ln ξ
+

dv′

d ln ξ
+ 3v′ = 0, (v′ − 1)

d ln(p′/ρ′γ)

d ln ξ
+ 2v′ − 5 = 0. (5.23)

これらの式を足し合わせると容易に積分でき，断熱積分と呼ぶべき定数を得る25.

d

d ln ξ
ln
[
ξ5(v′ − 1) p′ρ′1−γ

]
= 0. よって ξ5(v′ − 1) p′ρ′1−γ = const. (5.24)

• エネルギー積分
オイラー方程式の代わりにエネルギー保存の式を用い，もう 1つの積分を求める．

– 半径 rの球内のエネルギー
E(r) =

∫ r

0

ε 4πr2dr (5.25)

を定義する．ここで，ε ≡ ρ(1
2
v2+ e)は単位体積当たりのエネルギーである. エ

ネルギー保存と断熱の仮定より E(rs(t)) = E（爆発エネルギー）である．
– E(r)は自己相似性より次の性質を持つ．ある 1つの ξに対応する半径 r(ξ)は

r(ξ) = ξ

(
Et2

ρ0

)1/5

(5.26)

のように時間とともに増大する．半径 r(ξ)で定義される比 E(r(ξ))/Eは，自
己相似性より時間によらず一定である．すなわち，一定の ξに対し

d

dt
E(r(ξ)) = 0. (5.27)

25(5.24)の第 2式の積分定数は，後で述べる衝撃波面での境界条件から求まる．
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– E(r(ξ)の表式 (5.25)を実際に時間微分すると

d

dt
E(r(ξ)) =

∫ r(ξ)

0

∂ε

∂t
4πr2dr + ε 4πr(ξ)2

dr(ξ)

dt
(5.28)

となる．この右辺第 1項はエネルギー保存の式 (1.37)より

−
∫ r(ξ)

0

1

r2
d

dr

[
r2ρv

(
1

2
v2 + h

)]
4πr2dr = −ρv

(
1

2
v2 + h

)
4πr(ξ)2 (5.29)

と変形される．さらに，第 2項に dr(ξ)/dt = 2r(ξ)/(5t)を用い，第 1項と第 2

項の和は 0なので，次の関係式を得る．

ρv

(
1

2
v2 + h

)
=

2r

5t
ρ

(
1

2
v2 + e

)
. (5.30)

これは当然成り立つべき式である. 左辺は半径 rから流出するエネルギー (エネ
ルギー流束密度) を表し，右辺は半径 r(ξ)の増加により新たに半径内に入る流
体のエネルギーである．両者はE(r(ξ))の不変性より等しくなければならない.

– 理想気体では e = 1
γ−1

p/ρ, h = γ
γ−1

p/ρ であり，(5.30)式は 次のようになる26．

p

ρ
= −γ − 1

2
v2

v − 2r
5t

γv − 2r
5t

または p′

ρ′
= −γ − 1

2
v′2

v′ − 1

γv′ − 1
. (5.31)

• 衝撃波後面での境界条件: 衝撃波後面の各量 (v1, ρ1, p1)は，強い衝撃波 (p1/p0 ≫ 1)

に対するランキン-ユゴニオの関係式から求まる．

– 密度は (2.38)式より
ρ1 =

γ + 1

γ − 1
ρ0. (5.32)

– 速度は, 衝撃波静止系の前後面の速度を u0, u1 (< 0)と書くと vs = |u0|なので

v1 = u1 − u0 =

(
1− |u1|

|u0|

)
vs =

(
1− ρ0

ρ1

)
vs =

2

γ + 1
vs. (5.33)

– 圧力は, (2.43)式で強い衝撃波を仮定すると

u2
0 =

γ + 1

2γ

p1
p0

c2s,0 =
γ + 1

2

p1
ρ0

(5.34)

であるので
p1 =

2

γ + 1
ρ0 v

2
s . (5.35)

(5.32)-(5.35)式より, 無次元変数の境界 ξ = ξsでの値は次のように得られる．

v′(ξs) =
2

γ + 1
, ρ′(ξs) =

γ + 1

γ − 1
, p′(ξs) =

2

γ + 1
. (5.36)

26(5.31)式はエネルギー保存の式を (5.20)と (5.21)式を用いて変形し積分することでも求まる．
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• 上の 2つの積分と境界条件を用いて厳密解を求める．2つの積分 (5.24), (5.31)より

ξ5
v′2 (v′ − 1)2

γv′ − 1
ρ′ 2−γ = const. (5.37)

を得る．これを用いると (5.23)の第 1式は v′の 1階微分方程式

−
(
γ + 1 +

γ − 1

γv′ − 1
− 2

v′

)
dv′

d ln ξ
= (3γ − 1)v′ − 5 (5.38)

へと変形される.さらに，両辺を (3γ − 1)v′ − 5 で割り，部分分数分解をすると(
a

v′ − 5/(3γ − 1)
+

b

v′ − 1/γ
− 2

5v′

)
dv′

d ln ξ
= 1 (5.39)

の形にできる．ここで，定数 a，bは次式で与えられる．

a = − 13γ2 − 7γ + 12

5(3γ − 1)(2γ + 1)
, b =

γ − 1

2γ + 1
. (5.40)

(5.39)式は変数分離形で容易に積分でき，最終的に v′の解を次のように得る．[
(3γ − 1)v′ − 5

(γ − 7)/(γ + 1)

]a [
γv′ − 1

(γ − 1)/(γ + 1)

]b [
γ + 1

2
v′
]−2/5

=
ξ

ξs
. (5.41)

ここで各因子の係数は ξ = ξsでの境界条件 v′ = 2/(γ + 1)を満たすように決めた．

問題31. (5.23), (5.38)の各式を導出せよ．

• 密度 ρ′は，(5.37)式に (5.41)式を代入すると，次のように v′で表すことができる．

ρ′ =
γ + 1

γ − 1

[
(3γ − 1)v′ − 5

(γ − 7)/(γ + 1)

]a′ [
γv′ − 1

(γ − 1)/(γ + 1)

]b′ [
v′ − 1

(1− γ)/(γ + 1)

]c′
. (5.42)

ここでも係数は境界条件を満たすように決めた．またべき指数 a′, b′, c′は

a′ =
13γ2 − 7γ + 12

(3γ − 1)(2γ + 1)(2− γ)
, b′ =

3

2γ + 1
, c′ = − 2

2− γ
. (5.43)

である. ρ′を (5.31)式に代入すれば，p′の表式も得ることができる．図14にはγ = 5/3

と 1.4の場合のセドフ解を示した．

• 定数 ξsは，全エネルギーの式 E(rs) = Eより決まる．r = rs での (5.25)式を無次
元変数で表し，さらに新たな変数 χ = ξ/ξsを導入して

ξ5s
16π

25

∫ 1

0

(
1

2
ρ′v′2 +

p′

γ − 1

)
χ4dχ = 1 (5.44)

を得る. よって，この積分を得られた解を用いて数値的に計算することで，ξsが求
まる．例えば，γ = 5/3, 7/5の場合では，それぞれ ξs = 1.1517, 1.0328となる.
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図 14: γ = 5/3, 1.4の場合のセドフ解．これらの場合，密度比 ρ1/ρ0が 4, 6と大きいため，
爆風で吹き飛ばされたガスは衝撃波面付近に集中した密度分布をもつ.

問題32. (5.44)式を導出せよ．
問題33. 中心付近でのセドフ解： 中心付近で v′は 1/γに近づくことを示せ．また速度
や密度，圧力，温度は中心付近で次の半径依存性をもつことを示せ (γ < 7とする).

v ∝ r, ρ ∝ r 3/(γ−1), p = const., T ∝ r−3/(γ−1). (5.45)

(余談) 断熱積分について
(5.24)式の積分はエントロピーの保存に起因していることを示す．エネルギー積算分布
E(r(ξ))と同様に，エントロピーに関連した量 p/ργ (∝ es/cV )の積算分布

Y (r(ξ)) = ργ−1
0

∫ rs(t)

r(ξ)

ρ
p

ργ
4πr2dr (5.46)

を定義する27. この積分もエネルギーの次元を持つため，E(r(ξ))と同様に自己相似性か
ら時間に依存しない．一方，(5.22)式からエントロピー保存の式と同等な式を得る．

∂

∂t

(
ρ
p

ργ

)
+

1

r2
∂

∂r

(
r2ρv

p

ργ

)
= 0. (5.47)

エネルギー積分と同様に，ξ一定での時間微分 dY (r(ξ))/dtに保存式 (5.47)を用いると[
4πr2ρ

(
v − 2r

5t

)
p

ργ

]rs(t)
r(ξ)

= 0, よって 4πr2ρ

(
v − 2r

5t

)
p

ργ
t = const. (5.48)

という積分を得ることができる28．(5.48)式の第 2式を無次元量で表せば (5.24)式となる29.

27この被積分関数は r = 0で発散するため，積分範囲が r = 0を含まないように定義するのが適当である．
28(5.48)の第 2式は，その導出より動径座標 rに対し一定であるが，この式の両辺が Eρ1−γ

0 の次元をも
つため自己相似性より時間によらない定数となる．その値は境界条件より決まる．

29または，(5.47)式に対して，連続の式を変形したのと同様に，(5.20)式を代入し (5.21)式を用いて変形
することでも，(5.24)式を求めることができる.
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(d) 冷却を考慮した爆風波
セドフ解は衝撃波面内部で断熱を仮定していた．しかし，現実の超新星爆発における爆風
波では輻射による冷却効果が時間とともに重要になる．そのため，問題 30.の見積りより
ずっと早い段階 (数万年程度)でセドフ解は使えなくなる30. 冷却が効果的になった以降の
2つの段階の爆風波について説明する31．

• 圧力駆動の雪かき段階
輻射による冷却は衝撃波面付近の高密度な球殻部分のみで進行し，一方内側の低密
度ガスは冷却されず高温・高圧の状態を保つ．冷却した高密度な球殻は，内側の高
い圧力で押されながら膨張を続ける．この段階は圧力駆動の雪かき段階と呼ばれる．
この段階の球殻の膨張を次元解析で見積ろう．内側のガスは断熱的に膨張するため
pV γ =一定を満たす．V は内側のガスの体積で r3sに比例するので，圧力は p ∝ r−3γ

s

のように減衰する32．また，この圧力は衝撃波後面の圧力 ∼ ρ0v
2
s と同程度である

([5.35]式参照). よって, vs ∼ rs/t を考慮すると，圧力駆動の雪かき段階では
rs ∝ t2/(3γ+2), vs ∝ t−3γ/(3γ+2), p ∝ t−6γ/(3γ+2) (5.49)

のように膨張することがわかる．γ > 1なので, セドフ解の場合よりも膨張は緩やか
で，圧力の減衰は急である．

• 運動量保存の雪かき段階
断熱膨張により圧力が十分低下した場合，球殻は内側から押されなくなり，それ以
降は運動量を保存させ膨張を続けるだろう. これが運動量保存の雪かき段階である.

爆発源から球殻の微小立体角部分の運動量は ∆Mvsで与えられ，これが保存する．
球殻の微小立体角部分の質量∆M は r3sに比例するから，球殻の膨張速度は vs ∝ r−3

s

と減速する．これを積分すると，球殻半径の進化として rs ∝ t1/4 を得る．通常 γ < 2

であるので，圧力駆動の雪かき段階よりも膨張は緩やかである．膨張速度が外部の
媒質の音速程度となると膨張は止まる．

(余談)「圧力駆動の雪かき段階」から「運動量保存の雪かき段階」への移行について
前者の段階では断熱膨張により内側の圧力が低下するにもかかわらず，前者の膨張は後者
よりも速く，その圧力は (γ < 2である限り)球殻の運動量を増加させ続ける．よって，「運
動量保存の雪かき段階」への移行には，(γ < 2の)断熱膨張による圧力低下に加え，さら
に別の圧力低下の要因が必要だ．希薄な内部のガスの輻射冷却を考慮した超新星残骸の研
究では，「運動量保存の雪かき段階」に移行せず球殻のガスが外部の媒質と混ざり膨張が
止まるという結果が得られている (Cioffi et al. 1988, ApJ). 一方，内部の熱いガスが冷た
い球殻によって冷却されることで，「運動量保存の雪かき段階」へすみやかに移行すると
いう超新星残骸の数値流体計算の結果も報告されている (Kim & Ostriker 2015, ApJ)．

30この段階で温度は数百万度程度でガスは完全電離している．この完全電離したガスはX線を輝線放射す
ることで冷却し, その冷却率は Λ = 1× 10−23(nH/10

6m−3)2(T/106K)−0.7 [J/m3/s] で近似的に与えられる
(Gaetz & Salpeter 1983, ApJS の図 1). 冷却時間 tcool は単位体積の電離ガスの内部エネルギー 3kTρ/mH

を冷却率 Λで割ることで見積もられ, tcool = tという式から冷却が効く時間を得られる．衝撃波後面の密度
と圧力より T , Λを見積り, この式を解くと,冷却が効く時間は t = 3× 104(E/1044J)0.22(nH/10

6m−3)−0.55

年と求まる (nは星間媒質の水素原子数密度).
31実際は外部の媒質の密度 ρ0 が一様でないため，超新星残骸の進化はより複雑である．
32冷却した球殻は薄く，衝撃波面 rs と球殻の内径はほぼ等しい．
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6 磁気流体力学の基礎
6.1 磁気流体力学の基礎方程式
(a) 磁気流体

• 宇宙においては電離気体（プラズマ）を扱うことが多い．例えば，恒星内部やHII

領域は電離の高いプラズマである．一方，電離度の低いHI領域や分子雲は弱電離プ
ラズマと呼ばれるがその電離の効果は無視できないことが多い．電離気体では，一
般に電磁場と流体との間の相互作用が重要であり，流体の方程式をMaxwell方程式
と連立させて解くことが必要である．巨視的な流体として扱うので，荷電粒子や中
性粒子の平均自由行程は流体運動の特長的な長さに比べ十分短いと仮定する．

• Maxwell方程式 (MKSA単位系，または SI単位系)

∇·D = ρe, (6.1)

∇·B = 0, (6.2)

∇×E +
∂B

∂t
= 0 (Faradayの誘導法則), (6.3)

∇×H − ∂D

∂t
= je (Ampère-Maxwellの法則). (6.4)

しばしば用いられる cgs-gauss単位系の式にするには，各式のDをE，HをBで
表しB → B/c, ε0 → 1/(4π), µ0 → 4π/c2 という変換をすればよい. この cgs-gauss

単位系への変換公式は上のMaxwell方程式だけでなく，この節のすべての式に有効
である33．

• 磁気流体力学における仮定（性質）

1. 電気的中性

電荷密度 : ρe ≡
∑
i

qini = 0, 電流密度 : je ≡
∑
i

qinivi ̸= 0. (6.5)

(ni, qi, vi : 粒子種 iの数密度，電荷，および, 平均速度)

2. 非相対論的 (v ≪ c)

3. オームの法則（定常電流）

je = σ(E + v ×B) (6.6)

(σは電気伝導度．磁場によるホール効果は無視34.)

33磁場と B = ∇×A という関係にあるベクトルポテンシャル A はA → A/cと変換する. このように
cgs-gauss単位系への変換は簡単だが，cgs-gauss単位系の式をMKSA単位系へ変換することは容易でない．

34|vi − v| ≪ E/B である場合にはホール効果は無視できる．ホール効果等を考慮した一般化されたオー
ムの法則は 6.4節で説明する.
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4. Ampèreの法則 (準定常電磁場)．(6.4)において変位電流 ∂D/∂tを無視して3536

∇×H = je. (6.7)

5. その他の簡単化
誘電率は ε0，透磁率は µ0 (ε0µ0 = 1/c2)，電気伝導度 σは定数．

(b) 基礎方程式
• 磁気流体に働くローレンツ力
電磁場から各荷電粒子が受ける力はローレンツ力 qi(E + vi ×B) である．これよ
り，単位体積の流体が電磁場から受ける力は∑

i

niqi(E + vi ×B) = je ×B = − 1

µ0

B × (∇×B) (6.8)

と表される．この変形で電気的中性の式と電流密度の定義式 (6.5)，および，Ampère

の法則 (6.7)を用いた．(6.8)式右辺は次のように書くこともできる．

− 1

µ0

B × (∇×B) = −∇
(
|B|2

2µ0

)
+

1

µ0

(B · ∇)B, (6.9)

[
− 1

µ0

B × (∇×B)

]
i

=
∂

∂xj

(
− B2

2µ0

δij +
1

µ0

BiBj

)
. (6.10)

(6.9)式右辺第1項は，磁気圧 B2/2µ0による力であり第2項は磁気張力である．(6.10)
式の表式の括弧内は磁場によるMaxwellの応力テンソルである．ガス圧の磁気圧に
対する比は β値と呼ばれている．すなわち, β = 2µ0p/B

2.

• 磁気流体の運動方程式はオイラー方程式に上のローレンツ力を加えたものである．

ρ

[
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

]
= −∇p− 1

µ0

B × (∇×B). (6.11)

または
ρ

[
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

]
= −∇

[
p+

(
|B|2

2µ0

)]
+

1

µ0

(B · ∇)B. (6.12)

• 磁場の誘導方程式（磁場の進化方程式）
Ampèreの法則 (6.7) とオームの法則 (6.6)より，電場に対する次の表式を得る．

E = −v ×B +
1

µ0σ
∇×B. (6.13)

35変位電流が jeに比べ無視できるための条件は，電磁場が変化する時間を T としオームの法則を用いる
と，T ≫ ε0/σ と書ける．

36電流密度 je はオームの法則から決まる．その際 Ampèreの法則 (6.7) も同時に成り立つのは以下の理
由のためである．差 ∆je = je −∇×H が存在すると，(6.4)式より ∆je と逆方向の電場が生じ，オーム
の法則から電流は∆je を失くすように変化するのである．差 ∆je の減衰時間は ε0/σと見積もられる．
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この式の両辺の rotをとったものと (6.3)式から∇×Eを消去し，磁場の誘導方程式
∂B

∂t
= ∇×(v ×B) +

1

µ0σ
△B (6.14)

を得る．ここで，ベクトル公式 ∇×(∇×B) = ∇(∇·B)−△B および∇·B = 0を
用いた．この式の右辺第 1項は移流項、第 2項は拡散項である．第 2項の係数 1/µ0σ

は [長さ2/時間]の次元を持ち，磁気拡散係数と呼ばれる．典型的な速度を V，長さ
を Lとしたとき，磁気レイノルズ数 Rm は Rm = µ0σV Lと定義される．磁気レイ
ノルズ数は (6.14)式右辺の２項の大きさの比を表す．磁気レイノルズ数（または電
気伝導率）が大きい極限では拡散項は無視できる．そのような場合は理想磁気流体
と呼ばれる．

• 磁場のエネルギー保存の式は (6.14)式よりも (6.3)式から導く方が簡単だ．この式
とB/µ0との内積をとると

1

µ0

B · ∂B
∂t

= − 1

µ0

B · (∇×E) (6.15)

を得る．左辺は ∂

∂t

|B|2

2µ0

である．右辺は，公式 ∇·(A×B) = B ·(∇×A)−A ·(∇×B)

より
− 1

µ0

B · (∇×E) = − 1

µ0

[∇· (E×B) +E · (∇×B)] (6.16)

となる．更に右辺第 2項をオームの法則とAmpèreの法則を用いて変形し，求める
式を得る．

∂

∂t

(
|B|2

2µ0

)
= −∇·

(
E×B

µ0

)
− v · (je×B)− |je|2

σ
. (6.17)

左辺は単位体積当たりの磁場エネルギーの時間変化であり，右辺で決まる．右辺第 1

項はPoyntingベクトルによる磁場エネルギーの輸送による項を表し，第 2項はロー
レンツ力が流体にした仕事による項を，第 3項はジュール熱として失われる磁場エ
ネルギーを表す．

問題34. 磁気流体の運動量保存の式 運動方程式 (6.11) または (6.12) は，オイラー方
程式に対する (1.18) 式と全く同じ保存形に書くことができる．そこに現れる磁気流体の
運動量流束密度テンソル Πijの表式を導け．

問題35. (6.17)式を導出せよ．

問題 36. 磁気流体において，電場エネルギー ε0E
2/2 は磁場エネルギー B2/2µ0 に比

べ無視できるとされている．磁気流体の電場の大きさは (6.13)式右辺第 1項または第 2項
のいずれかで見積もることができる．それぞれの見積りに対して，電場エネルギーが無視
できるための条件は

v/c ≪ 1, µ0σLc ≫ 1 (6.18)

となることを示せ．但し，Lは磁場が変化する特徴的な距離である．また，上の 2つめの
条件式の物理的意味を説明せよ．
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6.2 磁力線の凍結と拡散
• 磁束の時間進化
ある面積 Sを横切る磁束 ΦS は

ΦS =

∫
S

B · ndS. (6.19)

と書ける．この面積 Sを囲む閉曲線 Cは流体とともに動くものとする．このとき，
面積 Sを横切る時速の時間変化は次式のように書ける．

dΦS

dt
=

∫
S

∂B

∂t
· ndS +

∑
k

Bk ·
d∆Sk

dt
. (6.20)

ここで，右辺第 2項は面積が変化することによる項であり，∆Sk は面Sを小部分に
分割した各面積にnをかけたものである．面積の変化はSを囲む閉曲線Cの移動で
決まる37. 閉曲線Cの一部である小区間ベクトル ∆lが速度 v で移動するとき，そ
の移動による面積の時間変化分は d∆S/dt = v×∆l で与えられる．よって, 上式の
右辺第 2項は次のように変形できる．∑

k

Bk·
d∆Sk

dt
=
∑
m

Bm·(vm×∆lm) =

∮
C

(B×v)·dl =
∫
S

[∇×(B×v)]·ndS. (6.21)

ここで，添字 m は閉曲線Cを分割した際の小区間の番号を表す．さらに，磁場の
誘導方程式は

∂B

∂t
= ∇×(v ×B)− 1

σ
∇×je (6.22)

とも書けるので，これを (6.20)式右辺第 1項に代入すると，結局次式を得る．
dΦS

dt
= − 1

σ

∫
S

(∇×je) · ndS = − 1

σ

∮
C

je · dl. (6.23)

• 磁場の凍結
完全電離気体など電気伝導度 σが十分大きく理想磁気流体とみなせる場合，(6.23)

式右辺は小さく 0とみなせる．この場合，流体とともに運動する任意の Sに対し磁
束は一定となるので，各磁力線は流体とともに動くことになる．これは磁力線が流
体に凍結している，または簡単に磁力線の凍結といわれる．

• 磁場の拡散
磁場は誘導方程式 (6.14)に従い拡散する．拡散時間は，磁場が変化する距離Lと拡
散係数 1/µ0σからL2µ0σと与えられる．拡散項によって，磁束は減少（または増加）
する．これは磁力線が Sから出た（または入った）ためで38，磁力線の流体からの
すり抜けが起こっていることを示している．または逆に，磁力線から流体がすり抜
けたとも解釈される．

37∇ ·B = 0より，磁束は S の境界である閉曲線 Cを決めれば一意的に決まる．
38面 S を取り囲む外側の面 S′ の対する磁束の変化を (6.23)式と同様に考えると，閉曲線 C を介し S と

S′ の間で磁力線の受け渡しがあることがわかる．
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（余談）磁場の凍結と循環の保存
磁束と同様に，循環 Γ はある面積 Sとそれを取り囲む閉曲線Cを用いた積分

Γ =

∮
C

v · dl =
∫
S

(∇×v) · ndS. (6.24)

で定義される．すなわち，循環は磁束における B を渦度 ∇×v で置き換えたものである．
磁場もB = ∇×A と回転で表されるため，磁束と循環は類似した性質を持つ．特に，p

が ρだけの関数であるバロトロピック流体の場合には，(6.20)～(6.23)式と同様な変形よ
り，閉曲線 C が流体とともに動くときの時間変化 dΓ/dtは 0で，循環は保存すると示す
ことができる．バロトロピック流体の場合， (1.27)と (1.28)式より渦度に対して

∂

∂t
∇×v = ∇×[v × (∇×v)] (6.25)

が成り立ち，この式は完全導体に対する磁場の誘導方程式 (6.14)と同じ形であることか
ら，同様な式変形ができるのである．バロトロピック流体における循環の保存はケルビン
の循環定理として知られている．

6.3 アルフベン波
音波は流体の圧縮性で生じる波であったが，磁気流体には非圧縮性の波が存在する．これ
について調べよう．

• 非摂動状態は一定磁場B0の中の静止した一定密度 ρ0の流体．温度や圧力等も一定
とする．

• 摂動：流体の密度，圧力，速度と磁場の摂動をそれぞれ ρ1，p1，v1，B1で表す．
また，完全導体 (σ → ∞)と断熱 (s1 = 0, p1 = c2s ρ1)を仮定する．

• 摂動方程式
連続の式 (非圧縮) ∇ · v1 = 0, (6.26)

オイラー方程式 ρ0
∂v1

∂t
= −∇

(
c2sρ1 +

1

µ0

B0 ·B1

)
+

1

µ0

(B0 ·∇)B1,(6.27)

磁場の誘導方程式 ∂B1

∂t
= ∇×(v1×B0), (6.28)

∇ ·B1 = 0. (6.29)

• オイラー方程式 (6.27)の両辺に div を作用させ，(6.26)，(6.29)式を用いると

△
(
c2sρ1 +

1

µ0

B0 ·B1

)
= 0 (6.30)

を得る．これを遠方で発散しないという境界条件で積分すると

c2sρ1 +
1

µ0

B0 ·B1 = const. (6.31)
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となる．これをもとのオイラー方程式 (6.27)に代入して結局次式を得る．
∂v1

∂t
=

1

ρ0µ0

(B0 · ∇)B1. (6.32)

• 磁場の誘導方程式 (6.28)は，右辺がベクトル公式とB0 =一定，連続の式を用いて

[∇×(v1×B0)]i =
∂

∂xl

(v1,iB0,l)−
∂

∂xl

(v1,lB0,i) = [(B0 · ∇)v1]i (6.33)

と変形できるので，次式のようになる．
∂B1

∂t
= (B0 · ∇)v1. (6.34)

• 摂動を
v1 = v′

1 exp(ik · x− iωt), B1 = B′
1 exp(ik · x− iωt) (6.35)

とおき，これらを (6.32)と (6.34)式に代入してB′
1を消去することで，分散関係

ω2 =
1

ρ0µ0

(B0 · k)2 (6.36)

を得る．この波はアルフベン波と呼ばれる．アルフベン波の群速度（伝播速度）は
∂ω

∂k
=

B0√
ρ0µ0

(6.37)

となる．すなわち，群速度の方向は非摂動の磁場の方向に等しく，大きさは vA ≡
B0/

√
ρ0µ0である．この速度 vAはアルフベン速度と呼ばれる39．

アルフベン波の復元力について確認しておく．流体が磁場B0の中を磁場に垂直な方向
な速度 v1で運動したとする．すると，電流 jeが v1 ×B0の方向に生じ，流体にはロー
レンツ力 je ×B0が働く．このローレンツ力は v1と逆方向を向いており，復元力として
働く．
また，磁力線の張力によって復元力が生じるという解釈も有効である．張力T がかかっ

ている線密度 λの弦の波は速度
√
T/λで伝播する．単位面積当たりの磁力線にかかる張

力は今の場合B2
0/µ0であり，線密度は ρ0であるので，

√
T/λ =

√
B2

0/(µ0ρ0) = vA とな
り，この解釈によりアルフベン速度を説明することができる．

6.4 弱電離プラズマにおける一般化されたオームの法則と誘導方程式
磁場中の電流は，以下で説明するホール効果や両極性拡散の影響を受ける．そのためある
条件下では (6.6)式のオームの法則に修正が必要となる．ここでは，弱電離プラズマにお
ける電磁場中の荷電粒子のミクロな運動を調べ，一般化されたオームの法則を導出する．
同時に磁場の誘導方程式も一般化される．希薄な弱電離プラズマにおいてこれらの効果が
重要となることも示す．

39非圧縮の近似が成り立つための条件は 1.7節より ω ≪ kcs である．これは vA ≪ cs とも書ける．
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弱電離プラズマでは，中性粒子 (原子や分子)に比べてごく少量の荷電粒子により電流
が流れる．荷電粒子は電磁場により加速される一方，中性粒子との衝突により減速され
る．中性粒子が静止している系での粒子種 i の荷電粒子の平均速度 ui を求めよう．質量
miと電荷 qiをもつ荷電粒子 iの 運動方程式は次式のように書ける．

mi
dui

dt
= qi(E + ui ×B)− miui

τi
. (6.38)

上式右辺第 2項は，中性粒子との衝突による抵抗力を表す項で，τi は中性粒子との衝突に
より荷電粒子の速度が減速する時間であり，中性粒子の数密度に反比例する．荷電粒子が
軽い場合，減速時間 τi は中性粒子との衝突時間に等しく，荷電粒子が中性粒子より重い
場合 τi は衝突時間よりも質量比だけ長くなる．弱電離プラズマであるので，荷電粒子同
士の衝突の効果は無視できる．また重力もローレンツ力に比べ無視できる．
衝突時間が十分短い場合，(6.38)式の右辺の 2つの力が釣り合った定常状態が実現さ

れ、左辺の加速度項は無視できる．以下この定常状態を仮定する．磁場中のこの力の釣り
合いは次式のように書くと便利である．

E + ui ×B − B

βi

ui = 0. (6.39)

ここで，ホールパラメーター βi は

βi =
qiB

mi

τi (6.40)

という正または負の無次元量で，荷電粒子のエピサイクル振動数と減速時間の積である．
まず電流密度の磁場に平行な成分を考える．荷電粒子の速度を磁場に平行な成分ui∥ と

垂直な成分 u′
iとに分ける．電場や他のベクトルも同様の表記で分けると，(6.39)式の磁

場に平行な成分より，各荷電粒子の磁場に平行な速度は

ui∥ =
βi

B
E∥ (6.41)

と求まる．電流密度の磁場に平行な成分 j∥ は

j∥ =
∑
i

qiniui∥ = σCE∥ (6.42)

と書ける．ここで σC は通常の電気伝導度で

σC =
1

B

∑
i

qiniβi (6.43)

で与えられる．σC は比 βi/Bと同じように磁場の強さに依らない．電子は軽いためエピ
サイクル振動数が大きく，|βe| も他の荷電粒子の |βi| よりもずっと大きい．そのため，電
気伝導度では通常電子の寄与が主で σC ≃ ene|βe|/B となる40．

40電子の大部分がダストに吸着し電子の数密度が他の電荷に比べ大幅に減少する場合がある．その極端な
場合ではイオンが電気伝導度を担うこともある
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磁場に垂直な電流密度の成分は，(6.39)式の磁場に垂直な成分

E′ + u′
i ×B − B

βi

u′
i = 0 (6.44)

から求まる．この式とBとの外積をとると，(u′
i ×B)×B = −u′

iB
2 であるので

E′ ×B − B2u′
i −

B

βi

(u′
i ×B) = 0 (6.45)

となる．(6.44), (6.45) 式から u′
i ×B を消去することで，u′

i の表式を次のように得る．

u′
i =

βi

B(1 + βi)
E′ +

β2
i

B2(1 + βi)
E′ ×B. (6.46)

これより，電流密度の磁場に垂直な成分 j ′ は

j ′ =
∑
i

qiniu
′
i = σ⊥E

′ − σH

B
E′ ×B (6.47)

と書くことができる．ここで係数 σ⊥, σH は電気伝導度 σCと同じ次元をもち

σ⊥ =
1

B

∑
i

qiniβi

1 + β2
i

, σH = − 1

B

∑
i

qiniβ
2
i

1 + β2
i

(6.48)

で与えられる．この式を E′ について解くには，(6.44)式から (6.46)式を出したのと同様
な操作をすればよい．その結果次式を得る．

E′ =
1

σ2
⊥ + σ2

H

(
σ⊥j

′ +
σH

B
j ′ ×B

)
. (6.49)

以上で得られた平行成分 (6.42) と垂直成分 (6.49)を合わせて，電場は結局

E =
1

σC

j +
ηHµ0

B
j ×B − ηAµ0

B2
(j ×B)×B (6.50)

と書くことができる41．ここで新たな拡散係数 ηHと ηA は次式で与えられる.

ηH =
1

µ0

σH

σ2
⊥ + σ2

H

, ηA =
1

µ0

(
σ⊥

σ2
⊥ + σ2

H

− 1

σC

)
. (6.51)

ここまで中性粒子が静止している系で考えてきた．これは，中性粒子が流体の大部分
の質量を担っているので流体の静止系でもある．流体が速度 vをもつ系における電場は

E = −v ×B +
1

σC

j +
ηHµ0

B
j ×B − ηAµ0

B2
(j ×B)×B (6.52)

と得られる．これが 一般化されたオームの法則である．右辺第 3項はホール効果による
項で第 4項は両極性拡散の項である．さらに (6.52)式を用いることで，ホール効果と両極
性拡散をも含む 一般化された磁場の誘導方程式が次のように求まる．

41j′ ×B = j ×B および (j ×B)×B = −j′B2 に気をつける．
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∂B

∂t
= ∇×

[
v×B − 1

µ0σC

∇×B − ηH
B

(∇×B)×B +
ηA
B2

((∇×B)×B)×B

]
. (6.53)

最後に，ホール効果や両極性拡散がどのような状況下で効果的になるかをみておこう．
そのため，ηH, ηA等のホール効果と両極性拡散の各係数の大きさを見積る．これらの係数
は各荷電粒子の存在度とホールパラメータ βiの値によって決まる ([6.48]式参照)．上で述
べたように，各ホールパラメータは中性粒子の数密度（または密度）に反比例し，密度の
低下によりその絶対値は増加する．さらに，電子の |βe|は他の荷電粒子の |βi|に比べて大
きい．これらより，弱電離ガスの密度低下とともに，各ホールパラメータの値は次の場合
のように変遷していく．(i) すべての荷電粒子で |βi| ≪ 1，(ii) |βe| ≫ 1 かつ，他の荷電
粒子で |βi| ≪ 1, (iii) すべての荷電粒子で |βi| ≫ 1. これら 3つの場合に対しホール効果
と両極性拡散の各係数の大きさを調べる42．

(i) すべての荷電粒子で |βi| ≪ 1 である場合
これは流体ガスの密度が十分高いときに対応する．このとき式 (6.48) で分母 1 + β2

i はほ
ぼ 1であるため，σ⊥ は σCと等しく，σH はこれらよりも小さい．また，|βe| ≫ |βi|であ
るので，これらの和は電子の項で決まる．その結果，係数 ηH, ηA は 1/σC よりも小さく，
一般化されたオームの法則 (6.52) や誘導方程式 (6.53) で，ホール効果と両極性拡散の効
果は小さい．オーム散逸による拡散係数は 1/(µ0σC) ≃ mi/(e

2neτeµ0)となる．
(ii) |βe| ≫ 1 かつ，他の荷電粒子で |βi| ≪ 1である場合
この場合は (i) の場合に比べ低密度であるが 次の (iii)よりは高密度である．この場合で
も σHの和は電子の項で決まり，σH ≃ ene/B ≃ σC/|βe|となる．また σ⊥は σH に比べ小
さい．その結果ホール効果による拡散係数は ηH ≃ 1/(µ0σH) ≃ B/(eneµ0)と与えられる．
他との大小関係は ηH ≫ 1/(µ0σC), ηA となり, 一般化されたオームの法則と誘導方程式で，
ホール効果の項がオーム散逸や両極性拡散の項よりも大きくなる43.

(iii) すべての荷電粒子で |βi| ≫ 1 である場合
これは磁場が強くガスが十分低密度な場合である．この場合，σHの分母の 1は β2

i に比
べ無視でき，電気的中性の条件から σHはO(|βi|−2) 程度にまで小さくなる．一方 σ⊥ は
O(|βi|−1)である．したがって (iii)では σC ≫ σ⊥ ≫ σHであり，ηA ≫ ηH ≫ 1/(µ0σC) と
なるので，両極性拡散の項が卓越する．その結果，磁場に垂直な方向の実効的な電気伝導
度は極めて小さくなる．磁場による荷電粒子のエピサイクル運動が電気伝導度低下の原因
である．この場合，電気伝導はエピサイクル運動を乱す中性粒子との衝突によって助けら
れる．電気伝導度 σ⊥はエピサイクル振動数の小さいイオン等の重い荷電粒子で決まり，
両極性拡散による拡散係数は ηA ≃ 1/(µ0σA) ≃ βiB/(qiniµ0) = τiB

2/(miniµ0) となる．

42ここでは各電荷種の存在度に大きな差はないと仮定する.電子の数密度が他の電荷に比べ極端に少ない
場合には以下の見積りは変わる (Okuzumi and Inutsuka 2015).

43ηH/B = 1/(ene)が定数とみなせる場合，誘導方程式でホール効果の項は磁場に垂直となるため，この
場合でもホール効果の項は磁気エネルギーを変化させない．
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7 円盤天体の力学
7.1 円盤天体の基礎方程式
(a) 宇宙における円盤天体
重力により収縮する天体は，その角運動量を磁場などで外部に効率よく渡すことが
できない場合には，慣性モーメントの減少によって必然的に高速で回転するように
なる．そして，遠心力と重力がおおよそ釣り合うほどまでに回転速度が大きくなる
と，天体は円盤形状となる．円盤天体には例えば次のようなものがある．

• 銀河 ＝ バルジ ＋ 銀河円盤 ＋ ハロー
• 降着円盤：ブラックホール降着円盤，原始惑星系円盤など

(b) 2次元円盤に対する基礎方程式

• 2次元近似（薄い円盤を仮定，鉛直構造については後述）

面密度 Σ =

∫ ∞

−∞
ρdz, 2次元圧力 P =

∫ ∞

−∞
pdz, vz = 0,

∂v

∂z
= 0.

(7.1)

• 連続の式 (2次元極座標 (r, ϕ))

∂Σ

∂t
+

1

r

∂

∂r
(rΣvr) +

1

r

∂

∂ϕ
(Σvϕ) = 0. (7.2)

• オイラー方程式（2次元）44

r成分:
∂vr
∂t

+ vr
∂vr
∂r

+
vϕ
r

∂vr
∂ϕ

−
v2ϕ
r

= − 1

Σ

∂P

∂r
− GMc

r2
− ∂ΦD

∂r
. (7.3)

ϕ成分:
∂vϕ
∂t

+ vr
∂vϕ
∂r

+
vϕ
r

∂vϕ
∂ϕ

+
vrvϕ
r

= − 1

rΣ

∂P

∂ϕ
− 1

r

∂ΦD

∂ϕ
.　 (7.4)

ここで Mcは中心天体の質量，ΦDは円盤の重力ポテンシャルである.

• 円盤重力のポアソン方程式（3次元）

△ΦD = 4πGΣδ(z) (7.5)

• 状態方程式
P = K ′Σγ′

(等温の場合 γ′ = 1). (7.6)

問題 37. 連続の式 (7.2)とオイラー方程式の ϕ成分 (7.4) から，重力を考慮した
角運動量保存の式を導出せよ．（円盤重力は外力として扱ってよい．）

442次元極座標では (v · grad)vに付加項 −erv
2
ϕ/r + eϕvrvϕ/rが現れる．速度ベクトルが基底ベクトル

を用いて v = vrer + vϕeϕ と表され，grad = (∂/∂r, 1/r∂/∂ϕ)はこれら基底ベクトルにも作用することに
注意して，かつ ∂er/∂ϕ = eϕ, ∂eϕ/∂ϕ = −er を用いれば，これらの付加項を得ることができる.
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(c) 円盤の鉛直構造

• 薄い円盤に対し，鉛直方向の静水圧方程式はオイラー方程式の z成分より
1

ρ

∂p

∂z
= −Ω′ 2z (7.7)

と書ける．ここで，鉛直方向の角振動数 Ω′ は次式で定義される．

Ω′ 2 =
GMc

r3
+

∂2ΦD

∂z2
(z = 0). (7.8)

円盤重力が無視できる場合，Ω′ はケプラー角速度 (GMc/r
3)1/2 に等しい．

• 円盤密度の鉛直分布は，静水圧方程式 (7.7) を解くことで得ることができる．
鉛直方向に等温の場合は

ρ(z) =
Σ√
2πh

e−z2/2h2

(7.9)

となる．鉛直方向のスケールハイト h は次式で与えられる．

h =
cs
Ω′ . (7.10)

このとき音速 csは γ = 1の等温音速である．ポリトロープの場合は

ρ(z) = ρ(0)

[
1− (γ − 1)z2

2h2

]1/(γ−1)

(7.11)

となり．z = ±
√

2/(γ − 1)hが円盤表面となる．この場合も h は (7.10)式で与
えられるが，そこでの音速には z = 0での値を用いる．

• 2次元円盤近似で得られる流れは，その特徴的長さがスケールハイト h より十
分長い場合には妥当だといえる．しかし，円盤における局所的な現象ではしば
しば h が特徴的な長さとなる．その場合 2次元近似の精度はよくないが，両者
が同程度であるので誤差はオーダー 1程度であり、定性的な結果を大きく変え
ることはないと期待できる．しかし，流れの特徴的長さが h よりも大幅に短い
ような現象では 2次元円盤の近似は妥当ではないだろう．

問題38. 鉛直密度分布の式 (7.9)および (7.11)を導出せよ．

問題 39. ポリトロープの関係 (1.25)が成り立ち，γ > 1である場合，円盤鉛直分布
(7.11) などを積分し得られる面密度Σと 2次元圧力P の間にも同様なべきの関係 (7.6)が
成り立つことを示し，(7.6)式のべき γ′と γとの間の関係を求めよ.

(ヒント: まず，面密度Σと 2次元圧力 P がそれぞれ ρ(0)の何乗に比例するかを求める.)
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7.2 円盤天体の自己重力不安定性とToomreの安定条件
前節の 2次元円盤近似の基礎方程式 (7.2)-(7.6)を用いて線形安定性解析を行い，円盤天体
の自己重力不安定性を調べることができる．ここでは，特に局所的な自己重力不安定性に
ついて調べる．

(a) 摂動量
各量を非摂動量 (添字 0)と摂動量 (添字 1)とに分けて表す．

Σ = Σ0 + Σ1, P = P0 + P1 (P1 = c2sΣ1),

vr = vr,1, vϕ = rΩ(r) + vϕ,1, ΦD = ΦD,0 + ΦD,1

ここで，c2s = γ′K ′Σ0
γ′−1 である．非摂動状態としての円盤回転角速度 Ω は，遠心

力と重力，圧力の釣り合いより

Ω2 =
GMc

r3
+

1

r

∂ΦD,0

∂r
(z = 0) +

1

r

∂H0

∂r
(7.12)

で与えられる．ここで，H0 =
γ′

γ′−1
P0/Σ0は非摂動のエンタルピーである．回転角速

度 Ω は一般に r に依存する．ケプラー回転では Ω ∝ r−3/2，銀河円盤では Ω ∝ 1/r

である．Ω が r に依存する回転は差動回転，依存しない回転は剛体回転と呼ばれる．

(b) WKB近似
ここでは，動径方向の波数が十分大きい摂動のみを考える．この場合非摂動量は波
長程度の距離で定数とみなすことができるので

摂動量 ∝ exp(ikr + imϕ− iωt), (7.13)

と書けて，さらに摂動量の微分に対し∣∣∣∣ ∂∂r
∣∣∣∣≫ 1

r

∣∣∣∣ ∂∂ϕ
∣∣∣∣ , 1

r
または k ≫ m

r
,
1

r
(7.14)

とみなすことができる．ここでは，動径方向の波数が ϕ方向の波数よりも大きいこ
とも仮定している．差動回転する円盤において波は ϕ方向に引き伸ばされるため，
この仮定は妥当である．

(c) 摂動に対するポアソン方程式
WKB近似により，ポアソン方程式 (7.5) の摂動方程式は (7.13)式を考慮すると(

∂2

∂z2
− k2

)
ΦD,1 = 4πGΣ1δ(z). (7.15)

となる．まず，これを z ̸= 0で解く．その場合右辺は 0であり，z → ±∞で発散し
ない解を選ぶと，自己重力ポテンシャルの摂動は

ΦD,1 ∝ e−k|z| exp(ikr + imϕ− iωt) (7.16)
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という z依存性を持つことがわかる．次に，z = 0を含む微小区間 −ϵ ≤ z ≤ +ϵ

(ϵ ≪ 1) で (7.15) 式を積分すると，−k2ΦD,1の項は他に比べ十分小さいので(
∂ΦD,1

∂z

)
z=+0

−
(
∂ΦD,1

∂z

)
z=−0

= 2πGΣ1 (7.17)

を得る．これに (7.16)を代入して次式を得る．
ΦD,1(z = 0) = −2πGΣ1/k. (7.18)

(d) その他の摂動方程式と分散関係
• 連続の式

i(mΩ− ω)Σ1 + ikΣ0vr,1 +
imΣ0

r
vϕ,1 = 0. (7.19)

• オイラー方程式(
i(mΩ− ω) −2Ω

−2B i(mΩ− ω)

)(
vr,1
vϕ,1

)
= (c2sΣ1/Σ0 + ΦD,1)

(
−ik

−im/r

)
.

(7.20)

これを解いて次式を得る．(
vr,1
vϕ,1

)
=

c2sΣ1/Σ0 + ΦD,1

∆

(
(mΩ− ω)k

−i2Bk

)
. (7.21)

ここで 
B = − 1

2r

d(r2Ω)

dr
(オールトの定数),

∆ = κ2 − (mΩ− ω)2,

κ2 = −4BΩ (エピサイクル振動数).

(7.22)

• (7.18), (7.21)式を (7.19)式に代入すると，WKB近似のもとで

i(mΩ− ω)

(
1 +

c2sk
2 − 2πGΣ0k

∆

)
Σ1 = 0. (7.23)

が得られ，これより次の分散関係を得る
(mΩ− ω)2 = c2sk

2 − 2πGΣ0k + κ2. (7.24)

(e) 安定条件

• 振動数 ωが実ならば摂動は安定である．そのためには，分散関係の右辺がすべ
ての kに対し正である必要がある. すなわち, 「κ2 > 0」と「右辺=0の判別式
が負」の 2つが成り立つことが安定条件となる. 前者は，比角運動量 l (= r2Ω)

が rとともに増大することを要請し，回転流に対するRayleigh の安定条件と
呼ばれるものである．後者からはToomre の安定条件

Q ≡ csκ

πGΣ
> 1 (7.25)

を得る．Qは Toomreの Q値と呼ばれる．
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• Q = 1 における臨界不安定波長は

λcrit = 2π/kcrit = 2πcs/κ (7.26)

となる．3つの角振動数 κ,Ω,Ω′は同程度の大きさなので，臨界不安定波長は
円盤の厚さ hと同程度である．よって，円盤の厚みの効果によりToomre の安
定条件は多少変わる可能性がある．一方，薄い円盤では λcrit は円盤半径に比
べて十分に短いのでWKB近似はよい近似となっている．

• ここでの解析だけでは，波長が円盤半径程度であるような摂動に対する不安定
性を知ることはできない．自己重力不安定によるそのような globalな摂動の励
起を調べた研究によると，Q ∼ 1で 2本腕の渦状腕が励起されることが示され
ている．すなわち，globalな摂動に対しても，Toomreの Q 値は自己重力不安
定性のよい指標である．

問題 40. 太陽近傍での銀河円盤のQ値 銀河中心から 8kpc離れた太陽近傍における
恒星と星間ガスを合わせた密度は 0.1 太陽質量 /pc3 程度と見積られている．この密度と
厚さ h の積で，銀河円盤の面密度 Σ をおおよそ見積ることができる．銀河円盤の回転の
速度を 200km/secとし，Ω′ = κと近似して，太陽近傍での銀河円盤のQ値を見積れ．（太
陽質量は 2× 1030kg, 1pc = 3× 1016m.）見積りの結果 Q ∼ 1となる．これより銀河円盤
の渦状構造は重力不安定によってつくられていると考えられる．

問題41. 原始惑星系円盤のQ値 原始惑星系円盤の温度は中心の恒星からの輻射で決
まっており太陽周りの円盤では T = 300(r/1AU)−1/2 K くらいである．また，太陽系を
つくった円盤の面密度は 1AUで 2000 g/cm2 と想定されている．1AUでの音速を求めて，
原始惑星系円盤の 1AUでのQ値を見積れ．また 100AU(典型的な円盤半径)で Q = 1 と
なっている円盤のそこでの面密度 Σ100AU を求め，Md = Σ100AU × π(100AU)2 で，その臨
界不安定である円盤の質量が何太陽質量であるかを見積れ．

7.3 降着円盤の構造と進化
(a) 仮定

• 降着円盤は乱流粘性による角運動量輸送によって進化する
(Lynden-Bell and Pringle 1974, MNRAS)

• 乱流粘性の αモデル
ν = αcsh. (7.27)

乱流源としては磁気回転不安定 (α ≲ 0.01)や自己重力不安定 (α ∼ 0.1)が有
望．最大渦の大きさは √

αhで最大渦の速度は√
αcs.

• 自己重力や磁場は考えない．外部からの円盤へのガス降着はない．円盤風も
ない.

• 回転角 ϕ方向に平均化し，軸対称円盤の降着進化を考える．
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(b) 2次元降着円盤の進化方程式

• 連続の式 (2次元軸対称)

∂Σ

∂t
+

1

r

∂

∂r
(rΣvr) = 0. (7.28)

• 角運動量保存の式
降着円盤では運動方程式に粘性応力を含める必要がある．オイラー方程式 (7.4)

に粘性項を加えたナビエストークス方程式は
∂v

∂t
+ (v · grad)v = −1

ρ
grad p+ grad

(
GMc

r

)
+

1

ρ
divΠ′ (7.29)

と表される．ここでΠ′は粘性応力テンソルで

Π′
ij = ρν

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
(7.30)

で与えられる．ν は動粘性係数 (または粘性拡散係数) である．このナビエス
トークス方程式の ϕ成分は，2次元軸対称の円盤に対し

∂vϕ
∂t

+ vr
∂vϕ
∂r

+
vrvϕ
r

=
1

Σ

(
1

r

∂ rΠ′
rϕ

∂r
+

Π′
rϕ

r

)
(7.31)

となる45. 同様に，粘性応力のR, ϕ成分 Π′
rϕは 2次元軸対称円盤に対し

Π′
rϕ = Σν

(
∂vϕ
∂r

− vϕ
r

)
= Σνr

dΩ

dr
. (7.32)

と与えられる．(7.31)式と連続の式 (7.28)より，角運動量保存の式
∂

∂t
(Σ j) +

1

r

∂

∂r

(
rΣ jvr − r2Π′

rϕ

)
= 0. (7.33)

を得る．ここで，j = r2Ω は比角運動量であり，回転角速度Ωは (7.12)式にお
ける主に遠心力と中心天体重力の釣り合いで決まる．さらに，(7.33)に (7.32)

式を代入して次式を得る．
∂

∂t
(Σ j) +

1

r

∂

∂r

(
rΣ jvr −r3Σν

dΩ

dr

)
= 0.︸ ︷︷ ︸

質量輸送に伴う
︸ ︷︷ ︸
差動回転円盤における

角運動量流束 粘性による角運動量流束

(7.34)

• 質量降着率 Ṁ (内側への質量流束)と vrは，∂j/∂t = 0, (7.28), (7.34)式より

Ṁ ≡ −2πrΣ vr = − 2π

(dj/dr)

∂

∂r

(
r3Σ ν

dΩ

dr

)
. (7.35)

45(7.31)式の粘性項の付加項は, 66ページ脚注と同様に粘性応力に付随する基底ベクトルの ϕ微分から生
じる．(7.32)式の粘性応力の付加項も同様である.
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• これを (7.28)式に代入すると，降着円盤の面密度Σの進化方程式を得る.

∂Σ

∂t
+

1

r

∂

∂r

[
1

(dj/dr)

∂

∂r

(
r3Σν

dΩ

dr

)]
= 0. (7.36)

(c) 定常降着円盤の解

∂Σ

∂t
= 0である定常解を求める．(7.36), (7.34)式より

Ṁ = 定数, (7.37)

J̇ ≡ jṀ+ 2πr3Σν
dΩ

dr
=定数. (7.38)

である．J̇ は内側への角運動量流束である．中心へ質量降着する円盤で 定数 Ṁ は
正で円盤質量の減少率 |Ṁd|に等しい．定常降着円盤の面密度は (7.38)式より

Σ = − jṀ − J̇
2πνr3(dΩ/dr)

. (7.39)

さらに，内側境界条件としてΣ(rin) = 0を採用すると，J̇ = Ṁ j(rin) (> 0) となり

Σ = − Ṁ
2πνr3(dΩ/dr)

[j(r)− j(rin)] . (7.40)

を得る．特に，ケプラー回転 (Ω ∝ r−3/2) の定常降着円盤の面密度は

Σ =
Ṁ
3πν

(
1−

√
rin
r

)
. (7.41)

(d) 自己相似解
円盤回転角速度が Ω ∝ r−β，乱流粘性が ν = ν0r

γ とそれぞれ rのべき関数である場
合を考える（Kepler回転円盤では β = 3/2，林円盤温度で αが一定の場合 γ = 1).

このとき，微分方程式 (7.36)は次のような自己相似解をもつ (Lynden-Bell & Pringle

1974, MNRAS; Hartmann et al. 1998, ApJ; 導出は 7.4節を参照)

Σ(r, t) =
|Ṁd|
2πβν

exp

[
−
(

r

Rd(t)

)2−γ
]
. (7.42)

ここで，円盤半径Rd(t)は

Rd(t) =

[
β(2− γ)2

2− β
ν0t

] 1
2−γ

. (7.43)

と与えられる．この自己相似解では円盤内縁半径に対し rin ≪ r, Rd が仮定され
ており，円盤内端 (rin → 0)で J̇ = 0であり，円盤の全角運動量 Jd は保存する．
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rin ≪ r ≪ Rd という半径の範囲では，自己相似解 (7.42) と定常降着円盤の解 (7.40)

は一致する．さらに, 円盤質量Md(t)とその時間微分は

Md =
Jd

Γ(b)R2
dΩ(Rd)

∝ t−
2−β
2−γ , Ṁd = −2− β

2− γ

Md

t
,

(
b =

2− β

2− γ
+ 1

)
. (7.44)

ここで, Γ(b)はガンマ関数である．また, 質量降着率 (円盤内側への質量流束) Ṁは

Ṁ = −2πrΣvr = 2πβνΣ

[
1− 2− γ

2− β

(
r

Rd

)2−γ
]
. (7.45)

円盤の進化時間は γ = 1, β = 3/2 の場合

td ≃ R2
d

3ν(Rd)
≃ 1

3αΩ(Rd)

(
Rd

h

)2

. (7.46)

と見積もられる．原始惑星系円盤で α = 10−3とすると，円盤半径 100AUに対し
(Rd/h ≃ 10で) tdは 5百万年程度となり円盤寿命の観測値とおおよそ合う．

(e) 粘性加熱で決まる円盤温度

• 粘性加熱率 ϵ（単位面積当たり）

ϵ = Π′
ik

∂vi
∂xk

= Σν

(
r
dΩ

dr

)2

. (7.47)

• 表面温度
2σT 4

s = Σν

(
r
dΩ

dr

)2

. (7.48)

ケプラー回転円盤において，rin ≪ r ≪ Rdでは

Ts =

(
− Ṁ
8πσ

r
dΩ2

dr

)1/4

=

(
3Ω2 Ṁ
8πσ

)1/4

∝ r−3/4. (7.49)

原始惑星系円盤の 1AUで α = 10−3, Σ = 2000g/cm2の場合，Ts ≃ 100K.

• 鉛直温度分布 :

円盤内で熱は輻射で輸送され,その際拡散近似が適用できるとする. また, 乱流
粘性による加熱源は円盤中心面に局在していると簡単化すると

d

dz

(
−16σT 3

3κρ

dT

dz

)
= νΣ

(
r
dΩ

dr

)2

δ(z). (7.50)

(7.50)式を円盤中心面近傍で z方向に積分し，中心面対称を考慮して，さらに
光学的厚さ τz =

∫∞
z

κρdzを導入すると，ケプラー回転円盤の z > 0で
4

3

d

dτz
(σT 4) = σT 4

s (7.51)
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を得る．円盤表面境界条件として，τz = 2/3で T = Tsとすると，温度分布は
次式のようになる.

T (z) =

(
3

4
τz +

1

2

)1/4

Ts. (7.52)

円盤中心面の温度は (3τz=0/4)
1/4Tsで与えられる．但し，τz=0は中心面の光学

的厚さで τz=0 ≫ 1とした．上記の場合とは逆に，加熱源が円盤表面近くに局
在する場合は T (z) = Ts で一定となる．

問題42. 加熱源が鉛直方向に分布していて，単位体積当たりの加熱率が円盤ガス密度に
比例し，かつκ =一定の場合に対して，円盤内の鉛直温度分布を求め，円盤中心面 (z = 0)

での温度は τz=0 ≫ 1の場合 (3τz=0/8)
1/4Ts となることを示せ．

7.4 Appendix 降着円盤の自己相似解の導出
(a) 次元解析による円盤各量の見積りと自己相似解

• 仮定
ν(r) = ν0r

γ, Ω(r) = Ω0r
−β. (7.53)

ν0, Ω0は定数で γ < 2 とする．また，ケプラー回転円盤では β = 3/2.

• 円盤半径 Rd : 円盤は粘性拡散で広がり，t ∼ R2
d/ν(Rd) (粘性拡散時間)が成り

立つ．よって
Rd ∼ (ν0t)

1
2−γ . (7.54)

• 円盤が広がる速度や降着速度などの特徴的な値は次のように見積もられる．

vr,c ∼ Rd/t ∼ ν(Rd)/Rd. (7.55)

• 円盤全角運動量の保存

Jd =

∫ ∞

0

j Σ2πrdr = const. (7.56)

• 円盤全質量 Md

Md =

∫ ∞

0

Σ2πrdr ∼ Jd
j(Rd)

∼ Jd
R2

dΩ(Rd)
∝ t−

2−β
2−γ . (7.57)

• 円盤面密度の特徴的な値

Σc = Σ(Rd(t), t) ∼
Jd

j(Rd)R2
d

∼ Jd
R4

dΩ(Rd)
∝ t−

4−β
2−γ . (7.58)

• 無次元変数 y

y ≡ r2

νt
=

r2−γ

ν0t
∼
(

r

Rd

)2−γ

. (7.59)
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• 円盤面密度分布の自己相似解
上の見積りは円盤面密度の空間分布が任意の時間で相似的であることを仮定し
ていて、それが自己相似解である．自己相似解はただ 1つの無次元変数 y の関
数で表される．(7.58)式を参考にして，面密度の自己相似解を次の形に表す．

Σ(r, t) =
Jd
r4Ω

f(y). (7.60)

自己相似解 f(y)は連続の式と角運動量保存の式に (7.60)式を代入することで
求まるが，以下ではより簡単な解法を紹介しよう．

(b) 角運動量保存による自己相似解の積分
角運動量分布の積分形（積算分布または累積分布）は

J(r) =

∫ r

0

j Σ2πrdr. (7.61)

rと yの関係式
r(y) = (yν0t)

1
2−γ (7.62)

を用いて，積算分布を yの関数 J(r(y)) で表すと，この yに対する分布は自己相似
性より時間に依らない ( d

dt
J(r(y)) = 0). 一方，実際に J(r(y))を y =一定で時間微

分すると
d

dt
J(r(y)) =

∫ r(y)

0

∂(j Σ)

∂t
2πrdr + j Σ2πr

dr(y)

dt
. (7.63)

となる．右辺第 1項の積分は角運動量保存の式 (7.34)を用いると容易に実行でき

J̇ + j Σ2πr
dr(y)

dt
= 0 (7.64)

を得る46．左辺第 2項は (7.62)式を用いて微分し計算すると，結局円盤降着率Ṁと
速度 vrに対し，次式を得る (これは [7.45]式に等しい)47.

Ṁ ≡ −2πrΣvr = 2πβνΣ

[
1− y

β(2− γ)

]
. (7.65)

(c) 関数 f の解
円盤質量降着率 (7.65) は (7.35)式のようにも書かれていた．両者が等しいとした式
を (7.59)，(7.60)式を用いて変形すると，次の f(y)の方程式を得る．

d ln f

dy
= − 2− β

β(2− γ)2
+

b

y

(
b =

2− β

2− γ
+ 1

)
. (7.66)

新たな変数
x ≡ 2− β

β(2− γ)2
y =

2− β

β(2− γ)2
r2

νt
=

(
r

Rd(t)

)2−γ

(7.67)

46これより J̇ < 0で，角運動量は円盤内で常に外へ輸送される．一方，定常降着円盤の解では有限の rin
のため J̇ > 0であった．自己相似解に対し有限の rin を考慮するには，(7.64)式の右辺を j(rin)Ṁとする
とよい．この修正により円盤のごく内側では J̇ > 0となる.

47Rd は (7.43)式で定義されている.
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を用いると,解は
f =

2− γ

2πΓ(b)
xb exp(−x) (7.68)

と求まる．解の比例定数は円盤全角運動量の式 (7.56)を満たすように決めた．よっ
て円盤の面密度と全質量，および両者の関係は次のようになる．

Σ(r, t) =
(2− γ)Jd
2πΓ(b)Ωr4

xb exp(−x), (7.69)

Md(t) =

∫ ∞

0

Σ2πrdr =
Jd

Γ(b)Ω(Rd)R2
d

, Σ(r, t) =
|Ṁd|
2πβν

exp(−x). (7.70)

問題43.
dr(y)

dt
=

νy

(2− γ)r
を示し，(7.65)，(7.66)，(7.68)式を導出せよ．

問題44. (7.70) の両式を導出せよ．
問題 45. 上で求めた面密度の自己相似解は，粘性係数のべき指数 γ が 2よりも大きい
と負になり物理的意味のない解となる．このように γ < 2 が要請される理由を，γ = 2の
前後で円盤進化の物理的性質がどのように変るかを示しつつ説明せよ．
問題46. 粘性が ν = ν(r,Σ) = ν0r

γΣδ と面密度にも依存する降着円盤に対しても自己相
似解が得られている (Pringle 1974, 1991, MNRAS; Cannizzo et al. 1990, ApJ)．その解
を上と同様な方法で求める．ここでは Ω =

√
GM∗/r3であるケプラー回転円盤を考える.

1. 特徴的な円盤半径Rcを用い，特徴的な面密度ΣcはΣc = Jd/[R
4
cΩ(Rc)]と与えられる.

また t = R2
c/ν(Rc,Σc) が成り立つとする．このとき，Rc(t) = [(Jd/

√
GM∗)

δν0t]
1/a

となることを示せ (cf. [7.54]式)．但し，a = 2− γ + 5
2
δ である.

2. 無次元座標 y を Σr ≡ Jd/[r
4Ω(r)]を用いて y ≡ r2/[ν(r,Σr)t] = [r/Rc(t)]

a と定義す
る (cf. [7.59]式)．rについて解くと r(y) = Rc(t)y

1/aを得る. このとき，自己相似性
より d

dt
J(r(y)) = 0と (7.64)式が成り立つ．その結果次式が成り立つことを示せ．

dr(y)

dt
=

ν(r,Σr)y

ar
, Ṁ = 3πνΣ

[
1− 2y

3a

(
Σ

Σr

)−δ
]
. (7.71)

3. 自己相似解を Σ = Σrf(y)と書く. このとき (7.71)と (7.35)式が等しいことより, 微

分方程式 df δ

dy
− A

f δ

y
+B = 0 を導出せよ．但し, A =

1 + 1
2a

1 + 1
δ

, B =
1

3a2(1 + 1
δ
)
．

4. まず上の f の微分方程式を解き, さらに (7.56)式を満たす以下の解を導出せよ48.

Σ =
CJd

r4Ω
(xA−x)

1
δ , x ≡ y

ymax

=
B y

(1−A)Cδ
, C =

[
2π

a

∫ 1

0

(xA − x)
1
δ
dx

x

]−1

. (7.72)

48(7.72)式の面密度はある半径 rmax で 0になる．その円盤外縁の半径は x = 1または y = ymax に対応
しており，rmax = y

1/a
maxRc(t)で与えられる.

76



8 相対論的流体力学の基礎
8.1 特殊相対性理論の最小知識
　宇宙においては光速に近い速度をもつ流れも存在する．コンパクト天体から噴出する相
対論的ジェットはその一例である．そのような流れを調べる場合は相対性理論に基づいた
流体力学が必要になる．この章では，相対論的流体力学の基礎方程式を導出し，ニュート
ン力学における流体力学がどのように修正されるのかをみていく．相対論的流体力学の基
礎方程式を導出する前に，特殊相対論の基礎的な事項をまず確認しておく49．
(a) 相対性原理とローレンツ変換

アインシュタインの相対性原理は以下の 2つの原理からなる．
• 相対性原理：すべての自然法則はあらゆる慣性系で同一である．これより，真
空を伝播する光の速度はどの慣性系から見ても同一でなければならない．

• 速度の上限：相対性理論において，2つの物体の相互作用は，片方の物体の情
報がもう一方の物体へ有限速度で伝播した結果起こる．この伝播速度や物体の
速度には上限があり，その上限値が光速である50．

ニュートン力学では，時間は基準系には依らない絶対的なものである．このため，物
体の速度および光等の伝播速度は各慣性系で異なっていて相対的な量であった．こ
れに対し相対性理論では，光の伝播速度 (光速)を一定とするため絶対的な時間は許
されず，各慣性系で時間は異なった率で進む．2つの慣性座標系の時間と空間座標は
ローレンツ変換によって互いに変換される．ある慣性座標系 (t, x, y, z) に対し，も
う 1つの平行な空間軸をもつ慣性系 (t′, x′, y′, z′)が x 方向に V で運動している場合，
これらの慣性系の間の座標変換であるローレンツ変換は次式で与えられる．

x =
x′ + V t′√
1− V 2/c2

, y = y′, z = z′, t =
t′ + V x′/c2√
1− V 2/c2

. (8.1)

このローレンツ変換より，速度 V で運動する棒の長さはそれが静止している場合に
比べ

√
1− V 2/c2 だけ収縮すること（ローレンツ収縮）や，運動する時計は静止し

ている時計よりゆっくり進むこと (時間の遅れ)が導かれる．

(b) 世界間隔
時間軸を含めた 4次元空間において，事象は点（世界点）で表される．また，粒子
の時々刻々の移動や光の伝播は 4次元空間における曲線（世界線）で表される. あ
る慣性基準系で静止した粒子は，4次元空間で時間軸に平行な直線上を運動する．4

次元空間における 2つの事象 (t1, x1, y1, z1), (t2, x2, y2, z2)の間の距離 s12は，世界間
隔と呼ばれ

s12 =
√

c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2 − (y2 − y1)2 − (z2 − z1)2 (8.2)

49ここでの説明は最小限に留める.より詳しい内容については特殊相対論の教科書を参照すること.
50これは相対性原理から示される．物体が光を超える速度で運動することが可能ならば，光と同じ速度で
運動することも可能であり，その場合その物体からみると光は伝播しないように観測される．これは光速度
一定を要請する相対性原理と矛盾する．
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で定義される．2つの接近した事象の世界間隔 dsは次式で与えられる51.

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2. (8.3)

伝播する光の世界線上の 2点の世界間隔 dsは，定義より ds = 0となる．このよう
に 2つの事象の世界間隔がある慣性基準系で 0であるならば，光速度不変の原理か
ら他のすべての慣性系においても 0となる．相対性原理よりすべての慣性系は同等
であることから，一般に 2点の世界間隔 dsは各慣性系で同じ値をとらなければなら
ない．ローレンツ変換はこれを満たす．

(c) 4元ベクトルと共変形式
相対性理論における方程式は 4元ベクトル（または 4元テンソル）を用いて表すの
が便利である．4元テンソルで表された方程式は共変形式であるといわれ，ローレ
ンツ変換に対し不変となる．

• 4元ベクトルの例
– 4次元座標ベクトル xi = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z).

(一般に，添字 0の成分は時間成分，それ以外は空間成分と呼ばれる．)

– 4次元微小座標間隔ベクトル dxi = (cdt, dx, dy, dz)．
– 電流密度の 4元ベクトル jie = (cρe, je)．時間成分は時間軸方向の流束.

– 電磁場の 4元ポテンシャル Ai = (ϕ/c,A) 　 (SI単位系).

• 世界間隔と計量テンソル
世界間隔 ds はローレンツ変換に対し不変でスカラーである．これを 4次元微
小座標間隔ベクトルを用いて共変形式で表すと

ds2 = gikdx
idxk (8.4)

となる．ここで，gikは計量テンソルである．添字 iと kについてはそれぞれ 0

から 3までの和がとられている．直交直線座標系において計量テンソル gik は
対角成分以外は 0で，対角成分は以下で与えられる．

g00 = 1, gαα = −1 (α = 1, 2, 3). (8.5)

• 反変成分と共変成分
4元ベクトルには 2つのタイプ，共変成分と反変成分とがある．共変成分をAi,

反変成分をAiと添字の上下で区別して表す．上の 4元ベクトルの各例は反変成
分であった．共変成分の例としては，スカラー ϕの 4次元勾配 dϕ/dxiがある．
反変成分と共変成分は計量テンソルを介し互いに次式のように関係している．

Ai = gikA
k, Ai = gikAk. (8.6)

gikは計量テンソルの共変成分であり，gikは反変成分である．一般に計量テン
ソルの両成分は互いの逆行列であるが，直交直線座標では両者は等しい．上式

51世界間隔を ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 と逆符号で定義する流儀もある.
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のように計量テンソル gik は添字を上下させる．(8.4)式のように，2回くり返
された添字 kについては 0から 3までの和がとられており，この和は縮約とい
われる．縮約は必ず共変成分の添字と反変成分の添字の組でとられる．共変ベ
クトルと反変ベクトルの縮約をとった積（スカラー積） AiB

i はローレンツ変
換に対して不変でスカラーである．世界間隔 ds2はその一例である．

• 4元ベクトルのローレンツ変換
4元ベクトルの反変成分は座標系 x′iから xiへのローレンツ変換 (8.1)で

A0 = γ(A′0 + V A′1/c), A1 = γ(A′1 + V A′0/c), A2 = A′2, A3 = A′3 (8.7)

と変換される．ここで，γ = 1/
√

1− V 2/c2はローレンツ因子である．これに
対して，共変成分は次式で変換される52．

A0 = γ(A′
0 − V A′

1/c), A1 = γ(A′
1 − V A′

0/c), A2 = A′
2, A3 = A′

3 (8.8)

(d) 4元速度ベクトル
4元速度ベクトルの反変成分 uiは，粒子の世界線に沿った微分を用いて

ui =
dxi

ds
(8.9)

と定義される53．世界間隔 ds の定義より，4元速度ベクトルの自乗は uiu
i = 1で

ある．実験室系と流体静止系の間のローレンツ因子は γ = 1/
√
1− v2/c2 とかける

（v =
√

v2α）．このローレンツ因子と (8.3)式から ds = cdt/γ が成り立つので，4元
速度ベクトルは 3次元の速度ベクトル vαと次のように関係することがわかる54．

u0 = γ, uα = γvα/c (α = 1, 2, 3). (8.10)

静止質量m0，速度 vαの粒子の 4元運動量はm0cu
iで与えられる．4元運動量の時

間成分は粒子の（静止エネルギーを含んだ）エネルギーの 1/c倍であり，空間成分
は粒子の運動量に等しい．uiに含まれるローレンツ因子 γは慣性質量の増大を示す.

8.2 連続の式
　相対論的力学において，粒子の質量はその速度に依存していて保存量ではない．その代
わりに，流体を構成する粒子の数の保存を連続の式として書き下す55．ニュートン力学に
おいて，3次元の粒子数流束密度は j = nv で与えられる．ここで n は粒子数密度であ
る．相対論的力学における粒子数流束密度の 4元ベクトル ji は自然な拡張として

ji = nui (8.11)

52一般的に，互いに任意の方向に運動する 2つの慣性系の間ではAi = (∂xi/∂x′k)A′k, Ai = (∂x′k/∂xi)A′
k

と変換される. このベクトル変換則は一般相対性理論における任意の座標変換に対しても使える.
534元速度ベクトルを dsの代わりに固有時間の微分 dτ = ds/cを用いて dxi/dτ で定義することもある．
54特殊相対論では，3次元ベクトルの添字をギリシャ文字で表し，すべて下付きで書く.
55高温状態においては，対生成により粒子と反粒子が生成されたりまた対消滅も起こるため，各粒子の数
は保存しない．このため，より一般的な連続の式では対生成や対消滅により変化しない粒子と反粒子の数
の差が用いられる．
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と与えられる．一般に相対論的力学において, 数密度 nは流体が静止している局所慣性系
での単位体積当たりの粒子数と定義されることに留意しよう．流体静止系で単位体積を
もった範囲は，流体が運動している実験室系 (観察者の系) ではローレンツ収縮して 体積
が 1/γ =

√
1− v2/c2に縮小する．そのため，実験室系における数密度は，流体静止系で

の数密度 n の γ倍になる．しかしながら，流体静止系の体積で定義すると決められてい
るため，nは形式上スカラー量である．

4元粒子数流束密度ベクトルの時間成分は (8.10)式より j0 = nγ であるが，これは実
験室系での数密度に等しい56．同様にして空間成分は jα = nγvα/c であり，実験室系での
3次元粒子数流束密度ベクトルの 1/c倍に等しい．
相対論的流体力学における粒子数に関する連続の式は，粒子数流束密度の 4元ベクト

ルの 4次元発散が 0になるという共変形式で表される57．
∂(nui)

∂xi
= 0. (8.12)

これを 3次元速度ベクトルを用いた 3次元形式で表すと
∂(nγ)

∂t
+

∂(nγvα)

∂xα

= 0 (8.13)

となる．実験室系での粒子数密度が nγ であるので，連続の式 (8.13)はニュートン力学に
おける式と同じで，変更されてないことが分かる．

8.3 理想流体のエネルギー運動量テンソル
　 1章でみたように，流体力学の運動方程式とエネルギー方程式は，それぞれ運動量保
存とエネルギー保存に対応している．また，エネルギー保存と運動量保存の式は，エネ
ルギー密度とエネルギー流束密度，および運動量密度と運動量流束密度で表されていた．
よって，これらの量の相対性理論における表式がわかれば，すぐに保存式を書き下すこと
ができる．ここでは，理想流体に対するこれら各量の相対論的表式を導出する．
相対性理論において，エネルギー密度とエネルギー流束密度，および運動量密度と運動

量流束密度は，まとめて 4次元のエネルギー運動量テンソル T ik として表される．エネル
ギー運動量テンソルの成分のうち，T 00はエネルギー密度を与える．成分 T α0 (α =1,2,3)

の 3次元ベクトルは，運動量密度ベクトルの c倍である58．さらに，3次元ベクトル T 0αは
エネルギー流束密度の 1/c倍，3次元テンソル T αβは運動量流束密度テンソルに等しい59．
また T ikは対称テンソルである．
理想流体のエネルギー運動量テンソルを，まず流体が静止している慣性系に対して求

める．理想流体が静止している場合，運動量密度やエネルギー流束密度は当然 0である
([1.37]式参照)．また，運動量流束密度テンソルは対角成分以外は 0で，対角成分は圧力

56これは x0 軸方向への粒子数の流束の 1/c倍であると考えることもできる.
57(8.12)式の 4次元発散が 0であることは，任意の 4次元体積に対しそれ横切る各流体粒子の世界線につ
いて，体積の表面を内側へ横切り入る本数と外側へ出る本数が等しいことを示している.

58これらエネルギーと運動量の密度は実験室系の単位体積当たりの量である.
59j0と同様に，成分 T i0は x0軸方向のエネルギーや運動量の流束と解釈でき，T ik は 4元エネルギー運
動量流束テンソルだと言える.
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pで与えられる ([1.19]式参照)．よって，流体静止系で理想流体のエネルギー運動量テン
ソルは

T ik =


e 0 0 0

0 p 0 0

0 0 p 0

0 0 0 p

 . (8.14)

と与えられる．ここで，eは流体静止系の単位体積あたりの内部エネルギーである．相対
性理論における内部エネルギーは流体の静止エネルギーも含んでいることに注意しよう．
任意の基準系における理想流体のエネルギー運動量テンソルの一般的表式も簡単に求

まる．任意の慣性系でエネルギー運動量テンソルは 4元速度ベクトル ui の 2次の項を持
ち，また，その一般的表式は流体静止系（u0 = 1, uα = 0）で (8.14)式に等しくなければ
ならない．これらより，理想流体のエネルギー運動量テンソルの表式は

T ik = huiuk − pgik (8.15)

と求まる．ここで，h = e+ pは流体静止系の単位体積あたりのエンタルピーである60．こ
の各成分を (8.10)式より 3次元速度ベクトルで表すと次式を得る61．

T 00 = hγ2 − p, T α0 = T 0α = hγ2vα/c, T αβ = hγ2vαvβ/c
2 + pδαβ. (8.16)

この表式の非相対論的極限 (v ≪ c)が，ニュートン力学での表式に一致することを確
認しておこう．ニュートン力学における密度 ρnrは m0nγ に等しい．ここでm0は構成粒
子の静止質量である．また, 非相対論的なニュートン力学における内部エネルギー enr は
相対論的な内部エネルギー eと eγ = ρnrc

2 + enr という関係にある．これらの式にローレ
ンツ因子 γが含まれるのは，相対論では n, eが流体静止系の単位体積あたりの量である
ためである．さらに, 非相対論的極限でローレンツ因子は γ = 1+ 1

2
v2/c2 と書ける．これ

らより hγ2 = ρnrc
2 + 1

2
ρnrv

2 + enr + p と近似でき，(8.16)式で 1/cの項までを残した非相
対論的極限の近似式は次のようになる．

T 00 = ρnrc
2 +

1

2
ρnrv

2 + enr, T α0 = T 0α = (ρnrc
2 +

1

2
ρnrv

2 + enr + p)vα/c,

T αβ = ρnrvαvβ + pδαβ.

(8.17)

T αβはニュートン力学における運動量流束密度の表式 (1.19)と等しい．T 00は静止エネル
ギーを含んでいることに気をつければ，これもニュートン力学のエネルギー密度と一致し
ているとわかる．T α0 (= T 0α) は，c1の項までの精度でニュートン力学の運動量密度の c

倍に等しい．T α0はエネルギー流束密度でもある．T α0が静止エネルギーの移流項も含ん
でいることに注意すれば，残りの項がニュートン力学のエネルギー流束密度 (の 1/c倍)に
対応し，かつ等しいことがわかる ([1.37]式参照)．

60この章の相対論的な表式に表れるすべての熱力学量は流体静止系における量である．n, e, hなどの量
は流体静止系での単位体積あたりの量である. 一方、§8.1の 4元ベクトルの例で示した 4元電流密度ベクト
ルの時間成分の電荷密度や 4元粒子数流束密度ベクトルの時間成分 j0は実験室系の単位体積当たりの量で
ある．

61(8.16)式は，流体静止系の T ikを流体が運動する実験室系へローレンツ変換することでも導出可能であ
る．ローレンツ変換のテンソル変換公式はベクトルの直積の変換公式から得られる．
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8.4 特殊相対性理論における流体力学方程式
　相対論的流体力学におけるエネルギー保存の式と運動量保存の式はエネルギー運動量
テンソルの 4次元発散が 0であるという式，すなわち

∂T k
i

∂xk
=

∂(huiu
k)

∂xk
− ∂p

∂xi
= 0 (8.18)

で与えられる．T k
i はエネルギー運動量テンソルの混合成分で T k

i = gilT
lk である．この

方程式の時間成分がエネルギー保存の式，空間成分が運動量保存の式である．これらを
(8.16)式を用い 3次元形式で書くと，エネルギー保存の式は

∂(hγ2 − p)

∂t
+

∂(hγ2vα)

∂xα

= 0 (8.19)

となり，運動量保存の式は
∂(hγ2vα)

∂t
+

∂(hγ2vαvβ + c2pδαβ)

∂xβ

= 0 (8.20)

となる．これらの保存式と連続の式 (8.13)が特殊相対論的流体力学の基礎方程式である．
これら方程式の数は 5つで, 未知変数の数 (熱力学量 2つと速度 3成分) と一致している62．
保存式 (8.18)と連続の式 (8.13)から導かれる方程式について述べておこう．まず，(8.18)

式と uiとのスカラー積をとり，uiu
i = 1, ui∂u

i/∂xk = 0に気をつけると
∂(huk)

∂xk
− uk ∂p

∂xk
= 0 (8.21)

となる．さらに，関係式 huk = nuk(h/n) と連続の式 (8.12)を用いて変形すると

nuk

[
∂(h/n)

∂xk
− 1

n

∂p

∂xk

]
= 0 (8.22)

を得る．この式は，流体静止系の単位体積あたりのエントロピー σ についての熱力学的
関係式 Td(σ/n) = d(h/n)− (1/n)dp を用いると

uk ∂(σ/n)

∂xk
=

d(σ/n)

ds
= 0 (8.23)

と書ける．これは流れの世界線に沿って 1粒子あたりのエントロピーが保存することを示
していて，断熱の式である63．
次に，(8.18)式の uiに垂直な方向の成分を考える．その方向の方程式は次式で書ける．

∂T k
i

∂xk
− uiu

l∂T
k
l

∂xk
= 0. (8.24)

これを (8.18), (8.21)式を用いて変形して，次の特殊相対論におけるオイラー方程式を得る．

huk ∂ui

∂xk
=

∂p

∂xi
− uiu

k ∂p

∂xk
. (8.25)

62熱力学量 p, e, n の間の関係式である状態方程式が存在し，それにより独立な熱力学量は 2つである.
63この断熱の式と連続の式 (8.12)よりエントロピー保存の式 ∂(σuk)/∂xk = 0 も得ることができる．
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　定常流における関係式も導いておこう．この場合時間微分が 0であるので，連続の式
(8.13)とエネルギー保存の式 (8.19)より，流線に囲まれた流管に沿って粒子数流束とエネ
ルギー流束がそれぞれ一定，すなわち

nγvα dSα = constant, hγ2vα dSα = constant (8.26)

である．ここで dSαは流管の断面積 (ベクトル)である．これら流束の比も一定なので
hγ/n = constant (8.27)

が成り立つ．これが特殊相対論的流体力学におけるベルヌーイの式である．

8.5 一般相対性理論における流体力学方程式
8.5.1 共変形式の流体力学方程式
　光速程度の速度をもつ流れを変えるほどの強い重力場における流体の記述は，一般相対
性理論を用いる必要がある. 一般相対性理論は重力と慣性力は同じものだとする等価原理
から出発し構築されている．一般相対性理論で重力場は，時空の各点が加速度運動をする
ことによる慣性力と等価であり，時空の計量テンソル gik によって表されるのである．重
力源によりゆがんだ時空の計量テンソルは，重力場の方程式であるアインシュタイン方程
式により決定される．一般に，計量テンソル gikは対角成分以外も 0ではなく，各成分の
値は 4次元座標に依存し変化する．
本節では，時空の計量テンソルは与えられているとし，流体力学方程式の一般相対性

理論における変更点について述べる．計量テンソル gikが与えられている場合には流体力
学の方程式は容易に求めることができる．実際，その gikを用いることで前節までの 4元
テンソルで表した共変形式の方程式はほぼそのまま使うことができる．但し，ベクトルや
テンソルの微分に関しては変更が必要である．
一般相対性理論で用いられる曲線座標系では，共変形式とするために，ベクトルやテ

ンソルの微分に共変微分を用いなければならない．ベクトル Ai, A
iの座標 xk に関する

共変微分はAi;k, A
i
;kと表記され，それぞれ次式で定義される．

Ai;k =
∂Ai

∂xk
− Γl

ikAl, Ai
;k =

∂Ai

∂xk
+ Γi

lkA
l. (8.28)

ここで，Γl
ikはクリストッフェル記号で，次式で与えられる64．

Γl
ik =

1

2
glm
(
∂gmi

∂xk
+

∂gmk

∂xi
− ∂gik

∂xm

)
. (8.29)

一般に，テンソルの共変微分においては各添字に対してそれぞれクリストッフェル記号の
項が付加される．例えば，2階テンソルの混合成分 T i

j の共変微分は次式で与えられる．

T i
j;k =

∂T i
j

∂xk
− Γl

jkT
i
l + Γi

lkT
l
j . (8.30)

64幾何学的には，クリストッフェル記号はベクトルを平行させた際のその成分の変化を与えるものであ
る.微分は異なる 2点での差だが，これを同一点での差とするため，片方を平行移動をする必要がある. 極
座標系でのベクトルの微分 (e.g., (v · ∇)v)に付加項が現れるが, これはクリストッフェル記号で表される.

(7.3), (7.4)式左辺の (v · ∇)vの付加項をクリストッフェル記号を用いて求めれば, よい演習問題となる.
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スカラー量の共変微分は, クリストッフェル記号の項を含まず従来の微分と同じである．
このような共変微分を従来の微分の代わりに用いることで，一般相対性理論にも適用

可能な共変形式の方程式と拡張することができる．連続の式 (8.12), エネルギーと運動量
の保存の式 (8.18), およびオイラー方程式 (8.25) は, それぞれ

(nui);i = 0, T k
i;k = 0, hukui;k =

∂p

∂xi
− uiu

k ∂p

∂xk
(8.31)

となる．一般相対性理論においては，共変微分に含まれるクリストッフェル記号の項が重
力の効果を表している．断熱の式 (8.23) はスカラー量の微分なので修正の必要はない65．

8.5.2 球対称自己重力天体の静水圧平衡
　一般相対性理論における自己重力静水圧平衡の方程式は，オイラー方程式 (8.31) から
求まる．静水圧平衡の状態にある天体が静止する系では，uα = 0，u0 = 1/

√
g00 である．

また静止した天体の自己重力のみを考慮すると, g0α = 0であり，uα = 0, u0u0 = 1とな
る．このような天体は球対称と考えてよいだろう66. このとき，(8.31)式のオイラー方程
式の動径座標 rの成分は次のようになる.

−hu0Γ0
r0u0 =

∂p

∂r
. (8.32)

さらに，(8.29)式より静的で球対称な場合は Γ0
r0 =

1
2
g00dg00/dr であるので，次式を得る．

1

h

dp

dr
= −1

2

d ln g00
dr

. (8.33)

(余談) TOV方程式の導出
　アインシュタイン方程式より dg00/dr を求め，TOV方程式 (Tolman–Oppenheimer–

Volkoff方程式)を導出してみよう．静的で球対称な重力場において，世界間隔は
ds2 = g00(r) c

2dt2 + grr(r) dr
2 − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (8.34)

と表される．アインシュタイン方程式Ri
k − 1

2
Rl

lδ
i
k = 8πGT i

k/c
4 の 00成分は

1

r2
d

dr

(
r

grr

)
+

1

r2
=

8πGe

c4
(8.35)

と書かれ，grrの微分方程式である (§8.8 参照)．これを解くと

grr = −
(
1− 2GM(r)

c2r

)−1

(8.36)

を得る. M(r)は半径 rより内側にある質量で (3.5) 式で与えられ，相対論において密度
は ρ = e/c2で与えられることを用いた．rr成分の方程式は次式で与えられる (§8.8参照)．

1

r2grr

(
r
d ln g00
dr

+ 1

)
+

1

r2
= −8πGp

c4
. (8.37)

これを d ln g00/drについて解き (8.33), (8.36) 式を用いるとTOV方程式 (4.37)を得る．
65ニュートン力学でも，断熱の式は重力の有無に影響を受けない．
66温度や組成の分布が球対称と仮定すれば密度や圧力の分布も球対称となる.
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8.5.3 静的な球対称重力場における流体力学方程式
　 (8.31)式では，4元テンソルを用いた共変形式で流体の方程式を書き下したが，これら
を 3次元速度で表す際には注意が必要である. 4元速度と 3次元速度の関係式 (8.10)を一
般相対性理論で使える式に拡張する必要があるのだ. 以下では，簡単のため静的な球対称
重力場 (∂gik/∂x

0 = 0, g0α = 0) における流体運動を考える.

静的な重力場中においては，3次元速度をその位置での固有時間 dτ =
√
g00dx

0/c を用
いて定義するのが自然である67.

vα =
dxα

dτ
=

c
√
g00

dxα

dx0
(8.38)

これは反変成分である．3次元速度の共変成分は vα = −gαβv
β で定義され68, 速度の自乗

は v2 = vαv
αで，ローレンツ因子は γ =

√
1− vαvα/c2と定義される.これより, (8.4)式

は ds = cdτ/γと変形できるので，4元速度ベクトルと (8.38)式の 3次元速度の関係式は
次のようになる.

u0 = γ/
√
g00, uα = vαγ/c. (8.39)

これを用いて，エネルギー運動量テンソル T ik (8.15)の各成分を 3次元速度で表すと

T 00 =
hγ2 − p

g00
, T α0 = T 0α =

hγ2vα

c
√
g00

, T αβ = hγ2vαvβ/c2 − pgαβ (8.40)

を得る. ここで，静的な球対称重力場で成り立つ関係式 g00g00 = 1を用いた. 混合成分は

T 0
0 = hγ2 − p, T α

0 =
√
g00 hγ

2vα/c, T β
α = −hγ2vαv

β/c2 − pδβα (8.41)

となる. また，一般にベクトルや対称テンソルに対する 4次元発散は, (8.28)-(8.30)式より

Ai
;i =

1√
−g

∂(
√
−gAi)

∂xi
, Ak

i;k =
1√
−g

∂(
√
−gAk

i )

∂xk
− 1

2

∂gkl
∂xi

Akl (8.42)

と表すことができる.ここで，gは計量テンソル gik の行列式である．(8.39)-(8.42)式を
(8.31)式の連続の式、エネルギーと運動量の保存の式に用いれば，静的な球対称重力場に
おける 3次元形式の流体力学の方程式が得られる．
静的な球対称重力場中の定常流で成り立つ一般相対論におけるベルヌーイの式 も出し

ておこう. 前節と同様にして，3次元形式の連続の式とエネルギー保存の式より，流管の
各断面を横切る粒子数流束とエネルギー流束が一定という式が得られ，それらの流束の比
から √

g00 hγ/n = constant (8.43)

を得る. 弱い重力場の極限では，計量テンソルの成分 g00とニュートン力学の重力ポテン
シャル ϕgとの間には

g00 = 1 + 2ϕg/c
2 (8.44)

67この固有時間は流体静止系の固有時間とは異ることに注意しよう.
68重力場のない特殊相対論では，直交直線座標系を用いることができ，gαα = −1で vα = vαとなる．す
なわち，3次元ベクトルの反変成分と共変成分は等しく区別する必要はない.
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という関係式が成り立つことが知られている69. これを用いて，(8.43)式の非相対論的極
限をとると，ニュートン力学における重力場中のベルヌーイの式 (1.32)が得られる.

問題 47. (8.42)式を (8.28)-(8.30)式より導出せよ．但し，計量テンソルの行列式 g は
負であり，また行列式の微分は dg = ggikdgik と書けることを用いてよい．

問題 48. 上の説明にしたがい (8.43)式を導出せよ．また，これは非相対論的極限で
ニュートン力学におけるベルヌーイの式に一致することも確かめよ．

8.6 相対論的流体力学における音波と衝撃波
　まず，相対論的流体力学における音波について述べる．§2.1と同様に，一様な流体中の
無限小摂動を流体 (局所) 静止系で考える．ここでいう “相対論的” とは，状態方程式が相
対論的である場合，すなわち圧力が極めて高く静止エネルギーを含んだ内部エネルギーと
同程度の大きさをもつ場合を指している．一方，摂動としての流体速度は小さく, γ = 1

とおくことができる．エネルギーと運動量の保存式 (8.19)と (8.20)の，1次の摂動量のみ
を残した摂動方程式は次式で与えられる．

∂e′

∂t
= −h divv′, h

∂v′

∂t
= −c2 grad p′ (8.45)

ここで ′のついた量は摂動量を表し，′のない量は非摂動量を表している．これら 2つの
式から速度摂動 v′ を消去し，断熱過程における p′ = (∂p/∂e)s e

′ という関係を用いれば，
波動方程式 ∂2e′/∂t2 = c2s △ e′ が得られる．相対論的流体力学における音速 cs の表式は

cs = c

√(
∂p

∂e

)
s

(8.46)

である．非相対論における音速 (2.3)で密度 ρ が e/c2で置き換えられたものとなってい
る．超相対論的極限（高エネルギー極限）においては，p = e/3となり，音速は cs = c/

√
3

となる．
次に，相対論的流体力学における衝撃波について説明する．§2.3 と同様に，衝撃波面

が静止した (局所) 座標系を用いよう70．x軸を衝撃波面に垂直な方向にとり，不連続面は
x = 0におく．衝撃波面の接線方向の流れはなく，流体は x軸の正の方向に流れていると
する．衝撃波面を境にして，xが負の領域 (衝撃波前面) を 1, 正の領域 (衝撃波後面) を 2

で番号づける．これらの領域の各物理量は添字 1, 2で表す.

非相対論の場合と同様に，衝撃波を横切る，粒子数流束密度, jx = nux や運動量流束密
度, T xx, エネルギー流束密度, T x0 は連続である．これらの量の 3次元形式の表式 (8.10),

(8.16) を用いると，連続の条件, すなわち，衝撃波が満たすべき条件は 3次元形式で次の
ように書ける71．

69実際，この式を一般相対性理論における静水圧方程式 (8.33) に代入し，非相対論的極限をとると，§3.1
のニュートン力学における静水圧方程式が得られる.

70さらに，局所慣性系を用いることでこの付近で重力を消すことができる．不連続面でも計量は連続．
71この章で用いられる h, eは（流体静止系の）単位体積あたりの量であり，2章の単位質量あたりの h,

eとは異なることに再度注意しておく．またこの章では静止エネルギーを含んでいる点でも異なっている.
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γ1v1/V1 = γ2v2/V2 ≡ j, (8.47)

h1γ
2
1 v

2
1 /c

2 + p1 = h2γ
2
2 v

2
2 /c

2 + p2, (8.48)

h1γ
2
1 v1 = h2γ

2
2 v2. (8.49)

ここで，各領域における 1粒子あたりの (流体静止系での)体積 Vi = 1/ni とローレンツ
因子 γi = 1/

√
1− v 2

i /c
2 を用いた．(8.47), (8.48)式より γiviを消去し jについて解くと

次式を得る72．
j2 =

p2 − p1
h1V 2

1 − h2V 2
2

c2. (8.50)

また (8.47), (8.49)式より h1γ1V1 = h2γ2V2である. この式の 2乗に j = γivi/Vi より得ら
れるローレンツ因子のもう 1つの表式

γ 2
i = 1 + j2V 2

i /c2 (8.51)

を用いてローレンツ因子を消去すれば，j2についても別の表式を得る.

j2 =
h2
2V

2
2 − h2

1V
2
1

h2
1V

4
1 − h2

2V
4
2

c2. (8.52)

これと (8.50)式が等しいことから，以下の熱力学量だけの関係式を得る．

p2 − p1 =
h 2
2V

2
2 − h 2

1V
2

1

h2V 2
2 + h1V 2

1

, または h1(e1 + p2)V
2
1 = h2(e2 + p1)V

2
2 . (8.53)

この式は, 非相対論における (2.35) 式に対応するものであり，物質の状態方程式として
エンタルピーを p, V の関数として表し p2 または V2 について解けば，p-V 平面における
衝撃波断熱曲線を描くことができる．この相対論的流体力学における衝撃波断熱曲線は
Taubの衝撃波断熱曲線 と呼ばれ，(8.53)式はTaubの衝撃波断熱曲線の式と呼ばれる．
各領域の流体の速度を両側の熱力学量で表すこともできる．実際，(8.48)と (8.49)式か

ら単純な式変形により次式を得る73．

v1
c

=

√
(p2 − p1)(e2 + p1)

(e2 − e1)(e1 + p2)
,

v2
c

=

√
(p2 − p1)(e1 + p2)

(e2 − e1)(e2 + p1)
. (8.54)

弱い衝撃波の極限では，両側の熱力学量はほぼ等しくなり，v1と v2は (8.46)式の音速 cs
に等しくなる．一方，e2/e1 ≫ 1 である強い衝撃波の極限で，かつ衝撃波後面で p2 = e2/3

という超相対論的状態方程式が成り立つ場合には, v1は光速 cに，v2は c/3に近づく．
さらに，衝撃波両面の流体の速度差 v12は相対論における速度の合成則と (8.54)式より

72非相対論的極限では hV = h/n ≃ m0c
2であり，この章で jは粒子数流束，V は 1粒子当たりの体積で

あることにも注意すると，この極限で (8.50)式はニュートン力学での (2.33)式に等しいことがわかる．同
様にして，非相対論的極限で (8.53)式が (2.35)式に一致することもわかる.

73これらの導出において，両側での速度とローレンツ因子を vi/c = tanhϕi, γi = coshϕi とおくとよい．
また，双曲線関数の関係式 cosh2 ϕi − sinh2 ϕi = 1 にも注意すること．同様に γi の表式も容易に求まる．
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v12 =
v1 − v2

1− v1v2/c2
= c

√
(p2 − p1)(e2 − e1)

(e2 + p1)(e1 + p2)
(8.55)

と求まる．上記の超相対論的な強い衝撃波の極限では v12も光速に近づく．

問題49. (8.51), (8.52), (8.53)式をそれぞれ導出せよ．
問題50. (8.54)式を導出せよ．
問題51. 超相対論的な強い衝撃波では，後面の各量は次式で与えられることを示せ74．

γ2 =
√

9/8, γ2n2 = 3γ1n1, e2 = 3p2 = 3h2/4 = 2γ2
1h1. (8.56)

問題 52. 衝撃波両面間の速度差に対応するローレンツ因子 γ12 = 1/
√

1− v212/c
2 は

γ12 = γ1γ2(1− v1v2/c
2) を満たすことを示せ．（まず ϕ12 ≡ tanh−1(v12/c) = ϕ1 − ϕ2を示す

とよい.）また，超相対論的な強い衝撃波では γ12 = γ1/
√
2 となることも示せ．

8.7 超相対論的極限における爆風波
§5.3では，爆風波の非相対論的な解であるセドフ解を紹介した．しかし，爆発が非常に
高エネルギーであり，爆風波の流速が光速と同程度である場合は，相対論的流体力学を用
いる必要がある．本節では，超相対論的な爆風波，すなわち，爆風波の流れの速度が光速
に極めて近く，そのローレンツ因子が大きい場合について考えよう．超相対論的極限にお
ける爆風波の解はBlandford-Mckee 解として知られている．ここではその性質を説明
する．超相対論的な爆風波は，ブラックホールから発せられた相対論的ジェットが星間媒
質と衝突し発生する衝撃波の理解に役立つ．
非相対論的なセドフ解の場合と同様に，静止した一様媒質を伝播する球面衝撃波とそ

の後面の断熱的な流れを考える．超相対論的な爆風波では，衝撃波の一様媒質に対する伝
播速度はほぼ光速 c である75. よって球面衝撃波の半径Rは ctで与えられる．伝播速度
は衝撃波と前面（外側）の媒質との相対速度であり，前節の v1に等しく，対応するロー
レンツ因子は γ1で与えられる.

爆風波の衝撃波後面の数密度 n2を求める．爆風波の衝撃波前面（外側）の一様媒質の
単位体積あたりのエンタルピーを h1, 粒子数密度をn1とする. 強い衝撃波後面の各熱力学
量は (8.56)式で与えられるが，これらは流体静止系での値であることに注意が必要であ
る．衝撃波外側の媒質が静止している系から見た衝撃波後面の粒子数密度を n′

2 とすると

n′
2 = γ12n2 = 2γ2

1n1 (8.57)

であり, 衝撃波前面に比べてかなり大きくなる．γ12は前節で定義された，衝撃波前面と
後面の速度差に対応するローレンツ因子である．(8.57)式より，超相対論的な爆風波では

74非相対論的な強い衝撃波では衝撃波前後面の数密度の比 n2/n1に上限があるが, 超相対論的な強い衝撃
波では各流体静止系での数密度の比は γ1 に比例して際限なく増大する.

75一般に相対性理論における爆風波では，方程式系に光速度も含まれるため点源爆風波の問題に 2つの独
立な無次元量が存在する. そのため，セドフ解の場合に行った次元解析による見積りは一般にはできない．
ここでは，爆風のローレンツ因子が 1に比べ十分大きい極限に限定し，相似的な解を求める．
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衝撃波を通過した媒質は極めて薄い球殻内に密集することがわかる．その球殻の厚さ ∆R

は，衝撃波が掃いた媒質が後面の数密度で球殻体積 4πR2∆R に一様に分布すると近似す
ると，次式で見積もられる．

∆R ≃ n1

3n′
2

R =
R

6γ2
1

. (8.58)

爆風波が媒質中を伝播していくと，ローレンツ因子 γ1 は徐々に減少する．その時間進
化を調べておこう．球殻内のエネルギー密度 T 00は (8.16)式より h2γ

2
12 と見積もられる．

これに球殻の体積をかけ (8.56)式も用いると，爆風波の全エネルギーは 8πR3h1γ
2
1/9 と

見積もられる．これが爆発エネルギー E に等しいことから，次式を得る．

γ2
1 ≃ 9E

8πh1R3
=

9E

8πh1c3t3
. (8.59)

このような爆風波のローレンツ因子 γ1の減少に伴い，衝撃波後面の圧力や数密度，エネ
ルギー密度等は減少し，媒質の密集する球殻の相対的厚さ∆R/Rは増大していく．
厳密に言うと，(8.59)式の導出で球殻内のエネルギー密度を衝撃波後面の値で一定と

したのは過大評価である．エネルギー密度をより正確に見積ると，γ2
1 は (8.59)式の 2倍

程度となる (Blandford & McKee 1976, Phys. Flu.)．

8.8 Appendix 球対称静的重力場におけるクリストッフェル記号とリッ
チテンソル

本節では，静的な球対称重力場におけるクリストッフェル記号とリッチテンソルを計
量テンソルで表した表式を与えておく．静的で球対称な重力場における，球対称座標
(x0, x1, x2, x3) = (ct, r, θ, ϕ) に対する計量は対角行列で (8.34) 式で与えられる. すな
わち, 対角成分の g00 と g11 はそれぞれ r(= x1)のみの関数であり，他は以下である.

g22 = −r2, g33 = −r2 sin2 θ, gii = 1/gii (iについて和はとらない). (8.60)

クリストッフェル記号の各成分は，この計量テンソルを用いて (8.29)の定義式より

Γ1
00 = − g′00

2g11
, Γ0

10 = Γ0
01 =

g′00
2g00

, Γ1
11 =

g′11
2g11

,

Γ1
22 =

r

g11
, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

r
, Γ3

13 = Γ3
31 =

1

r
,

Γ1
33 =

r sin2 θ

g11
, Γ2

33 = − sin θ cos θ, Γ3
23 = Γ3

32 = cot θ

(8.61)

と求まる．ここで，ダッシュ ′ は rについての微分を表す．上記以外のクリストッフェル
記号の成分は 0である．
リッチテンソル RikはRik = ∂Γl

ik/∂x
l − ∂Γl

il/∂x
k +Γl

ikΓ
m
lm−Γm

il Γ
l
km で与えられ，今考

えている球対称で静的な重力場においては対角行列となる．その各対角成分はそれぞれ
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R00 = − g′′00
2g11

+
g′00g

′
11

4g211
+

g′00
2

4g00g11
− g′00

rg11
,

R11 = − g′′00
2g00

+

(
g′00
2g200

)2

+
g′11
2g11

(
g′00
2g00

+
2

r

)
,

R22 =

(
r

g11

)′

+ 1 +
r

g11

(
g′00
2g00

+
g′11
2g11

)
,

R33 = R22 sin
2 θ

(8.62)

となる．混合成分の各対角成分 Ri
iは対応する反変計量テンソルを掛けることで求まる．

すなわち，Ri
i = gijRji (iについて和はとらない). スカラー曲率 Rはリッチテンソルの混

合成分の対角和であり，次式のように求まる．

R = − g′′00
g00g11

+
g′00g

′
11

2g00g211
+

g′00
2

2g200g11
− 2g′00

rg00g11
− 2

r2

(
r

g11

)′

+
2

r2
. (8.63)

これらのリッチテンソルの混合成分とスカラー曲率の表式より，静的で球対称な重力場に
おけるアインシュタイン方程式の左辺 ((8.35)と (8.37)式の左辺)が得られる.
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